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Mở đầu

1. Tính cấp thiết của đề tài

Bài toán cân bằng là bài toán

Tìm x∗ ∈ K sao cho f(x∗, y) ≥ 0, ∀y ∈ K, (EP )

trong đó K là tập cho trước và f : K × K → R là một hàm cho trước

thỏa mãn f(x, x) = 0.

Bất đẳng thức trên được H. Nikaido và K. Isoda [39] đưa ra lần đầu tiên

năm 1955 khi tổng quát hóa bài toán cân bằng Nash trong trò chơi không

hợp tác.

Năm 1972, Ky Fan [22] gọi bất đẳng thức này là bất đẳng thức minimax.

Tuy nhiên nó có tên gọi là bài toán cân bằng (equilibrium problem) theo

cách gọi của các tác giả L. D. Mưu và W. Oettli [38] năm 1992, E. Blum

và W. Oettli [2] năm 1994.

Bài toán cân bằng bao hàm nhiều lớp bài toán quen thuộc sau đây:

1. Bài toán tối ưu. Cho ϕ : K → R, bài toán tối ưu là bài toán

Tìm x∗ ∈ K sao cho ϕ(x∗) ≤ ϕ(y), ∀y ∈ K. (1)

Đặt

f(x, y) := ϕ(y)− ϕ(x)

bài toán (1) có dạng bài toán (EP ). Song hàm f đơn điệu trong trường

hợp này.

2. Bài toán điểm yên ngựa. Cho ϕ : K1 ×K2 → R. Điểm (x∗1, x
∗
2) được
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gọi là điểm yên ngựa của hàm ϕ nếu và chỉ nếu với (x∗1, x
∗
2) ∈ K1 ×K2

ϕ(x∗1, y2) ≤ ϕ(y1, x
∗
2), ∀(y1, y2) ∈ K1 ×K2. (2)

Đặt K = K1 ×K2 và định nghĩa f : K ×K → R bởi

f((x1, x2), (y1, y2)) := ϕ(y1, x2)− ϕ(x1, y2).

Khi đó, x∗ = (x∗1, x
∗
1) là nghiệm của bài toán (EP ) nếu và chỉ nếu (x∗1, x

∗
2)

thỏa mãn (2). Song hàm f phải đơn điệu trong trường hợp này.

3. Bài toán cân bằng Nash trong trò chơi không hợp tác. Gọi I là tập chỉ

số hữu hạn chỉ số người chơi. Với mỗi i ∈ I tồn tại một tập Ki là tập chiến

lược của người chơi thứ i. Đặt K = K1×K2× . . .×Kn. Với mỗi i ∈ I, có

một hàm cho trước fi : K → R (hàm thua thiệt của người chơi thứ i, phụ

thuộc vào chiến lược của những người chơi khác). Với x = (xi)i∈I ∈ K

định nghĩa xi = (xj)j∈I,j 6=i. Điểm x∗ = (x∗i )i∈I ∈ K được gọi là điểm cân

bằng Nash nếu và chỉ nếu với mọi i ∈ I ta có

fi(x
∗) ≤ fi(x

∗
i , yi), ∀yi ∈ Ki. (3)

Định nghĩa hàm f : K ×K → R bởi

f(x, y) :=
∑

i∈I
(fi(x

i, yi)− fi(x)).

Khi đó x∗ ∈ K là một điểm cân bằng Nash nếu và chỉ nếu x∗ là nghiệm

của bài toán (P ).

4. Bài toán điểm bất động. Cho X là không gian Hilbert, K là tập con

lồi đóng trong X. Ánh xạ T : K → K là một ánh xạ cho trước. Bài toán

điểm bất động là bài toán

Tìm x∗ ∈ K sao cho x∗ = T (x∗). (4)

Đặt f(x, y) := 〈x− Tx, y− x〉. Khi đó x∗ là nghiệm của bài toán (P) nếu

và chỉ nếu x∗ là nghiệm của bài toán (4).
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5. Bài toán bất đẳng thức biến phân. Cho T : K → X là một ánh xạ

cho trước. Bài toán bất đẳng thức biến phân là bài toán

Tìm x∗ ∈ K sao cho 〈Tx∗, y − x∗〉 ≥ 0, ∀y ∈ K. (5)

Đặt f(x, y) = 〈Tx, y − x〉 thì bài toán (6) tương đương với bài toán (P ).

6. Bài toán bù. Đây là bài toán đặc biệt của bài toán bất đẳng thức biến

phân trên. Cho K là tập con lồi đóng với

K∗ := {x∗ ∈ X∗| 〈x∗, y〉 ≥ 0, ∀y ∈ K}

gọi là nón cực. Cho T : K → X∗ là ánh xạ cho trước. Bài toán bù là bài

toán

Tìm x∗ ∈ K sao cho x∗ ∈ K, Tx∗ ∈ K∗, 〈Tx∗, x∗〉 = 0. (6)

Khi đó bài toán (6) tương đương với bài toán (5), tức là tương đương với

bài toán (P ).

Trong những năm gần đây, các phương pháp giải bài toán cân bằng

nhận được sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà khoa học. Một trong

các phương pháp nổi tiếng nhất là phương pháp điểm gần kề. Phương pháp

này lần đầu tiên được giới thiệu bởi Martinet cho bất đẳng thức biến phân

và sau đó được mở rộng bởi Rockafellar [42] cho việc tìm không điểm cho

toán tử đơn điệu cực đại.

Một cách tiếp cận nghiệm khác cho bài toán cân bằng EP(f,C) là nguyên

lý bài toán phụ. Nguyên lý này được giới thiệu lần đầu tiên bởi Cohen [17]

và sau đó được mở rộng cho bất đẳng thức biến phân. Gần đây, Mastroeni

[36] mở rộng hơn nữa nguyên lý bài toán phụ cho bài toán cân bằng

EP(f,C) trong trường hợp song hàm đơn điệu mạnh thỏa mãn điều kiện

kiểu Lipschitz.

Một phương pháp khác cũng được sử dụng để giải bài toán cân bằng là

phương pháp chiếu. Tuy nhiên, đối với các bài toán cân bằng với song hàm
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đơn điệu thì thuật toán không hội tụ. Để khắc phục vấn đề này, phương

pháp chiếu đạo hàm tăng cường (extragradient method) được Korpelevich

giới thiệu lần đầu tiên vào năm 1976 cho bài toán điểm yên ngựa được mở

rộng cho bài toán cân bằng giả đơn điệu.

Năm 2011, Santos và Scheimberg [43] giới thiệu thuật toán chiếu dưới

đạo hàm xấp xỉ cho bài toán cân bằng tiền đơn điệu (paramonotone).

Thuật toán này ưu việt ở việc chỉ dùng một lần chiếu tại mỗi bước lặp mà

vẫn đảm bảo sự hội tụ.

Thuật toán này được mô tả như sau: Giả thiết C là tập con lồi đóng

trong không gian R
n.

Lấy tham số dương ρ và các dãy số thực {ρk}, {βk}, {ǫk}, {ξk} thỏa mãn

các điều kiện

ρk > ρ, βk > 0, ǫk ≥ 0, ξk ≥ 0 ∀k ∈ N

∞∑

k=1

βk
ρk

= +∞,
∞∑

k=1

β2
k < +∞,

∞∑

k=1

βkǫk
ρk

< +∞,
∞∑

k=1

ξk < +∞

Bước 0: Chọn x0 ∈ C and k = 0.

Bước 1: Lấy xk ∈ C. Chọn gk ∈ ∂ǫk2 f(x
k, xk). Đặt

αk =
βk
γk

trong đó γk = max{ρk, ‖gk‖}.

Bước 2: Tính xk+1 ∈ C sao cho

〈αkg
k + xk+1 − xk, x− xk+1〉 ≥ −ξk ∀x ∈ C.

Bài toán chấp nhận tách trong không gian hữu hạn chiều được Censor

và Elfving [11] đưa ra lần đầu tiên vào năm 1994 trong mô hình bài toán
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ngược, sau đó được Byrne [10] ứng dụng vào năm 2002 cho bài toán phục

hồi và tái tạo hình ảnh y tế. Gần đây, bài toán này còn được ứng dụng

trong mô hình điều khiển cường độ xạ trị trong điều trị ung thư.

Bài toán chấp nhận tách được phát biểu như sau: Cho C và Q là các

tập lồi khác rỗng trong không gian R
n và R

m, tương ứng, và A là ma trận

cỡ m× n. Bài toán chấp nhận tách được phát biểu như sau

Tìm x ∈ K sao cho Ax ∈ Q.

Byrne [10] đưa ra một thuật toán giải bài toán chấp nhận tách, gọi là thuật

toán CQ như sau:

Bước 0. Lấy x0 tùy ý.

Bước k. Có xk, tính

xk+1 = PC(x
k + γAT (PQ − I)Axk),

trong đó γ ∈ (0, 2
L
) với L là giá trị riêng lớn nhất của ma trận ATA.

Đặt F = {c ∈ C : ‖PQ(Ac) − Ac‖ đạt cực tiểu trên C}. Khi đó, nếu

F khác rỗng thì dãy {xk} sinh bởi thuật toán trên hội tụ tới một nghiệm

của bài toán chấp nhận tách.

Năm 2013, Moudafi và Thakur [37] đã chứng minh bài toán tìm nghiệm

x∗ ∈ H1 của bài toán

min
x∈H1

{f(x) + gλ(Ax)}, (P )

trong đó H1, H2 là hai không gian Hilbert thực, f : H1 → R ∪ {+∞},
g : H2 → R ∪ {+∞} là các hàm lồi chính thường nửa liên tục dưới và

A : H1 → H2 là toán tử tuyến tính bị chặn, gλ(x) = minu∈H2
{g(u) +

1
2λ‖u− x‖2} là hàm xấp xỉ Moreau-Yosida của hàm g với tham số λ.

Do tính khả vi của hàm xấp xỉ Moreau-Yosida nên ta có

∂(f(x)+gλ(Ax)) = ∂f(x)+A∗∇gλ(Ax) = ∂f(x)+A∗(
I − proxλg

λ
)(Ax).
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Điều kiện cần tối ưu của bài toán tối ưu trên (P ) có thể viết dưới dạng

0 ∈ λ∂f(x∗) +A∗(I − proxλg)(Ax
∗),

trong đó proxλg = argminu∈H2
{g(u) + 1

2λ‖u − x‖2} là ánh xạ gần kề của

hàm g và dưới vi phân của hàm f là tập

∂f(x) := {proxµkλf
(xk − µkA

∗(I − proxλg))(Ax
∗)}.

Chú ý rằng bằng cách lấy f = δC , g = δQ là các hàm chỉ của hai tập lồi

khác rỗng C,Q của H1 và H2 tương ứng. Khi đó, bài toán (P ) có dạng

min
x∈H1

{δC(x) + (δQ)λ(Ax)} ⇔ min
x∈C

{ 1

2λ
‖(I − PQ)(Ax)‖2},

tương đương với bài toán chấp nhận tách:

Tìm x ∈ K sao cho Ax ∈ Q.

Moudafi và Thakur đề xuất thuật toán giải bài toán chấp nhận tách: giả

sử có xk, tính xk+1 bởi

xk+1 = proxλµkf
(xk − µkA

∗(I − proxλg)(Axk)),

trong đó độ dài bước µk := ρk
h(xk)+l(xk)

θ2(xk)
với 0 < ρk < 4.

Năm 2016, L.H. Yen, L.D. Muu, và N.T.T. Huyen trong (1) đề xuất

thuật toán mới giải bài toán chấp nhận tách với tập C là tập nghiệm của

bài toán cân bằng và Q là tập nghiệm của bài toán tối ưu:

Tìm x∗ ∈ K : f(x∗, y) ≥ 0 ∀y ∈ K và g(Ax∗) ≤ g(u) ∀u ∈ H2, (SEO)

trong đó g là hàm lồi nửa liên tục dưới chính thường trong không gian H2.

Chúng tôi mở rộng thuật toán của [37] và [43] cho bài toán (SEO) như

sau: Lấy các tham số dương δ, ξ và các dãy số thực {ak}, {δk}, {βk}, {ǫk},
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{ρk} thỏa mãn các điều kiện:

0 < a < ak < b < 1, 0 < ξ ≤ ρk ≤ 4− ξ, ∀k ∈ N;

δk > δ > 0, βk > 0, ǫk ≥ 0, ∀k ∈ N;

lim
k→+∞

ak =
1

2
;

∞∑

k=1

βk
δk

= +∞,
∞∑

k=1

β2
k < +∞;

∞∑

k=1

βkǫk
δk

< +∞.

Bước 0: Chọn x1 ∈ K và chọn k := 1.

Bước k: Có xk ∈ K,

lấy gk ∈ ∂ǫk2 f(xk, xk) và định nghĩa

αk =
βk
γk

trong đó γk = max{δk, ‖gk‖}.

Tính yk = PK(xk − αkgk), tức là

〈yk − xk + αkgk, x− yk〉 ≥ 0 ∀x ∈ K.

Lấy

µk :=





0 nếu ∇h(yk) = 0,

ρk
h(yk)

‖∇h(yk)‖2 nếu ∇h(yk) 6= 0

và tính

zk = PK(yk − µkA
∗(I − proxλg)(Ayk)).

Tính

xk+1 = akxk + (1− ak)zk.

Chúng tôi đã chứng minh được thuật toán này hội tụ dựa trên một số

giả thiết đặt lên song hàm f .

Hơn nữa, trong một bài báo (2) vừa gửi đăng gần đây, chúng tôi đã đề

xuất một thuật toán mới cho bài toán chấp nhận tách trong trường hợp
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toán tử A là phi tuyến. Cụ thể, chúng tôi giải quyết cho trường hợp A là

toán tử tựa tuyến tính trong không gian hữu hạn chiều. Thuật toán chúng

tôi đề xuất như sau:

Lấy số dương δ và các dãy số thực {δk}, {βk}, {ǫk} thỏa mãn các điều

kiện

δk > δ > 0, βk > 0, ǫk ≥ 0, ∀k ∈ N;
∞∑

k=1

ǫk < +∞,
∞∑

k=1

βkǫk
δk

< +∞;

∞∑

k=1

βk
δk

= +∞,
∞∑

k=1

β2
k < +∞;

Bước 0: Lấy x1 ∈ K và đặt k := 1.

Bước k: Có xk ∈ K. Lấy gk ∈ ∂ǫk2 f(xk, xk) và định nghĩa

αk =
βk
γk

trong đó γk = max{δk, ‖gk‖}.

Tính yk = PK(xk − αkgk).

Nếu ∇pi(yk) = 0 ∀i ∈ I(yk) thì lấy ĥk = 0;

Ngược lại, lấy 0 6= hk ∈ co {∇pi(yk), i ∈ I(yk)} và đặt

ĥk =
hk

‖hk‖
.

Tính

xk+1 = PK(yk − αkĥk),

tăng k bởi 1 và quay lại bước k.

Chúng tôi cũng đã chứng minh thuật toán này hội tụ dựa trên các giả

thiết đặt lên song hàm f và toán tử A.

Như đã trình bày ở trên, bài toán bất đẳng thức biến phân là một trường

hợp riêng của bài toán cân bằng. Do đó, để giải bài toán cân bằng, người

ta tìm cách giải bài toán bất đẳng thức biến phân. Trong phần tiếp theo,
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chúng tôi trình bày một cách tiếp cận thông qua điểm cân bằng của mạng

nơ ron để tìm nghiệm của bất đẳng thức biến phân.

Trong những năm gần đây, việc sử dụng mạng nơ ron với đạo hàm bậc

nguyên có trễ và không có trễ giải các bài toán bất đẳng thức biến phân

tuyến tính và các bài toán tối ưu có ràng buộc đã nhận được sự quan tâm

nghiên cứu của nhiều nhà khoa học [13, 14, 15, 33, 53]. Chẳng hạn, trong

[13], các tác giả đề xuất dùng mạng nơ ron chiếu có trễ để giải một lớp

các bài toán bất đẳng thức biến phân phi tuyến. Ngoài ra, các tác giả đã

chứng minh được sự hội tụ mũ toàn cục của điểm cân bằng của mạng nơ

ron chiếu tới nghiệm của bất đẳng thức biến phân phi tuyến. Năm 2008,

trong một nghiên cứu của mình, A. Boroomand và M.B. Menhaj [8] mô

hình hóa mạng nơ ron bởi hệ động lực phân thứ. So với mạng nơ ron mô tả

bởi hệ động lực với đạo hàm bậc nguyên, mạng nơ ron mô tả bởi hệ động

lực với đạo hàm phân thứ có thể mô tả các đặc tính và tính chất của mạng

nơ ron một cách chính xác và đầy đủ hơn. Gần đây, một số tác giả đã sử

dụng mạng nơ ron phân thứ để giải các bài toán bất đẳng thức biến phân

tuyến tính và các bài toán tối ưu có ràng buộc và nhận được một vài kết

quả sâu sắc [48, 49, 50, 51]. Vì vậy có thể nói việc nghiên cứu các tính chất

định tính của điểm cân bằng của mạng nơ ron phân thứ có vai trò quan

trọng trong việc giải bài toán bất đẳng thức biến phân. Trong bài báo số

(3), chúng tôi nghiên cứu tính ổn định trong thời gian hữu hạn và tính

thụ động trong thời gian hữu hạn của mạng nơ ron phân thứ với cách tiếp

cận sử dụng lý thuyết ổn định hữu hạn và bất đẳng thức ma trận tuyến

tính. Bài toán đảm bảo chi phí điều khiển cho lớp mạng nơ ron phân thứ

với nhiễu có cấu trúc được chúng tôi nghiên cứu trong bài báo (4) bằng

cách tiếp cận sử dụng bất đẳng thức ma trận tuyến tính. Chú rằng việc

giải bất đẳng thức ma trận tuyến tính có thể thực hiện bằng phương pháp

điểm trong của giải tích lồi. Nội dung chi tiết của các kết quả này độc giả
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có thể xem trong bài báo (3) và (4).

2. Mục tiêu của đề tài

- Đưa ra một số phương pháp mới để giải một số lớp bài toán cân bằng.

- Tính toán thử nghiệm các ví dụ số trên máy tính.

- Nghiên cứu bài toán một số bài toán cân bằng không nhất thiết lồi

hoặc đơn điệu và đưa ra sự hội tụ cho nghiệm.

- Hợp tác nghiên cứu với các cơ sở nghiên cứu ngoài Đại học Thái

Nguyên như Viện Toán học Việt Nam, Học viện Tài chính.

- Học tập và nâng cao năng lực nghiên cứu của chủ nhiệm đề tài và các

thành viên nghiên cứu.

3. Nội dung nghiên cứu của đề tài

- Nghiên cứu mở rộng kết quả của tác giả Santos và Scheimberg [43] cho

bài toán cân bằng giả đơn điệu có ràng buộc và đưa ra thuật toán cho bài

toán đó, chứng minh sự hội tụ của thuật toán.

- Nghiên cứu mở rộng bài báo [44] giải bài toán chấp nhận tách giữa bài

toán cân bằng giả đơn điệu với ràng buộc mà toán tử của bài toán chấp

nhận tách là phi tuyến, chứng minh sự hội tụ của thuật toán và đưa ra ví

dụ số minh họa.
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Chương này trình bày một số khái niệm và kết quả cơ bản của giải tích

lồi, tính đơn điệu của song hàm, giới thiệu bài toán cân bằng và một số

Bổ đề bổ trợ nhằm phục vụ cho việc nghiên cứu các chương sau.

1.1 Phép chiếu mêtric

Định nghĩa 1.1. ([5, 6, 46]) Cho H là không gian Hilbert và K là tập

con lồi đóng, khác rỗng của H. Phép chiếu mêtric từ H lên K, kí hiệu là

PK , được định nghĩa là với mỗi x ∈ H, tồn tại duy nhất điểm PK(x) ∈ K

thỏa mãn

PK(x) = argmin
z∈K

‖z− x‖.

Các tính chất của phép chiếu hay dùng được phát biểu trong Mệnh đề

sau. Chứng minh của Mệnh đề này có thể tham khảo trong các tài liệu

[5, 6].

Mệnh đề 1.1. Cho x ∈ H, z ∈ K. Khi đó ta có:

i) z = PK(x) khi và chỉ khi 〈x− z, y − z〉 ≤ 0, ∀y ∈ K.

ii) 〈x− y, PK(x)− PK(y)〉 ≥ ‖PK(x)− PK(y)‖2, ∀x, y ∈ K.

iii) ‖x− PK(x)‖2 ≤ ‖x− y‖2 − ‖y − PK(x)‖2, ∀x ∈ H, y ∈ K.
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1.2 Tập lồi, hàm lồi, hàm tựa lồi

Định nghĩa 1.2. ([6]) Cho H là không gian Hilbert. Một tập con K của

H được gọi là lồi nếu

αx + (1− α)y ∈ K, ∀x, y ∈ K, ∀α ∈ [0, 1].

Định nghĩa 1.3. ([1, 5]) ChoK là một tập khác rỗng, f : K → [−∞,+∞].

Miền hữu hiệu của f được định nghĩa là

domf = {x ∈ K : f(x) < +∞}.

Trên đồ thị của hàm f là

epif = {(x, ξ) ∈ K × R : f(x) ≤ ξ}.

Sau đây là định nghĩa hàm lồi.

Định nghĩa 1.4. ([1, 5]) Cho f : H → [−∞,+∞]. Hàm f được gọi là lồi

nếu trên đồ thị của f là tập lồi trong H ×R. Hơn nữa, f là hàm lõm nếu

−f là hàm lồi.

Hàm tựa lồi được De Finetti [23] giới thiệu lần đầu tiên vào năm 1949.

Đây là lớp hàm được ứng dụng rỗng rãi trong tối ưu, lý thuyết trò chơi,

kinh tế,. . .

Định nghĩa 1.5. ([4]) Cho X ⊂ R
n là một tập lồi và ϕ : X → R.

i) ϕ được gọi là hàm tựa lồi trên X nếu tập mức dưới

Sϕ,α = {x ∈ X : ϕ(x) ≤ α}

là tập lồi với mỗi α ∈ R.

ii) ϕ được gọi là hàm tựa lõm trên X nếu −ϕ là hàm tựa lồi trên X.

iii) ϕ được gọi là hàm tựa tuyến tính trên X nếu nó vừa tựa lồi, vừa tựa

lõm.
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Đặc trưng của hàm tựa lồi được cho bởi Mệnh đề và Định lý sau.

Mệnh đề 1.2. ([24]) Các phát biểu sau là tương đương

(i) ϕ là hàm tựa lồi trên X.

(ii) Với mỗi x, y ∈ X và λ ∈ [0, 1] ta có

ϕ(λx1 + (1− λ)x2) ≤ max {ϕ(x1), ϕ(x2)} .

Do đó, hàm ϕ là tựa tuyến tính trên X nếu và chỉ nếu với mỗi x, y ∈ X

và λ ∈ [0, 1] ta có

min {ϕ(x1), ϕ(x2)} ≤ ϕ(λx1 + (1− λ)x2) ≤ max {ϕ(x1), ϕ(x2)} .

Định lý 1.1. ([4, 24]) Giả sử ϕ : Rn → R là hàm khả vi trên một tập lồi

mở chứa X. Khi đó ϕ là hàm tựa tuyến tính trên X nếu và chỉ nếu

x, y ∈ X, ϕ(y) ≤ ϕ(x) ⇒ ∇ϕ(x)T(y − x) ≤ 0.

Ta thấy, nếu ϕi là hàm tựa lồi trên X với mỗi i = 1, 2, . . . , m, thì

ϕ(x) := maxi=1,2,...,m ϕi(x) là hàm tựa lồi trên X.

Định nghĩa 1.6. ([1, 6]) Hàm f : Rn → [−∞,+∞] được gọi là nửa liên

tục dưới tại x ∈ X nếu f(x) ≤ lim infk→∞ f(xk), với mọi dãy {xk} ⊂ X,

xk → x.

Hàm f được gọi là nửa liên tục dưới trên X nếu nó nửa liên tục dưới tại

mọi x ∈ X.

Hàm f được gọi là nửa liên tục trên tại x ∈ X nếu −f nửa liên tục dưới.

Hay với mọi dãy {xk} ⊂ X, xk → x thì lim supk→∞ f(xk) ≤ f(x).

Hàm f được gọi là nửa liên tục trên trên X nếu nó nửa liên tục trên tại

mọi x ∈ X.
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1.3 Song hàm đơn điệu

Định nghĩa 1.7. ([26, 31]) Cho K là một tập lồi và S ⊆ K. Một song

hàm f : K ×K → R được gọi là

a) đơn điệu mạnh trên K với hằng số τ > 0 nếu

f(x, y) + f(y, x) ≤ −τ‖x− y‖2, ∀x, y ∈ K;

b) đơn điệu chặt trên K nếu

f(x, y) + f(y, x) < 0 ∀x, y ∈ K, x 6= y;

c) đơn điệu trên K đối với tập S nếu

f(x, y) + f(y, x) ≤ 0, ∀x ∈ S, y ∈ K;

d) giả đơn điệu trên K đối với tập S nếu

f(x, y) ≥ 0 ⇒ f(y, x) ≤ 0, ∀x ∈ S, y ∈ K;

e) tiền đơn điệu trên K đối với S nếu

x ∈ S, y ∈ K : f(x, y) = f(y, x) = 0 ⇒ y ∈ S.

1.4 Bài toán cân bằng

Cho K là tập con lồi đóng khác rỗng của R
n và f : Rn×R

n → (−∞,+∞]

là một song hàm sao cho f(x, x) = 0 với x ∈ K và K × K chứa trong

miền giá trị của f . Bài toán cân bằng được phát biểu như sau:

Tìm x∗ ∈ K sao cho f(x∗, y) ≥ 0, ∀y ∈ K .

Bài toán cân bằng kí hiệu là EP (K, f) hay ngắn gọi là (EP ).

Tập nghiệm của bài toán cân bằng kí hiệu là S(K, f). Song hàm thỏa mãn

điều kiện f(x, x) = 0 với mọi x ∈ K được gọi là song hàm cân bằng.

Sự tồn tại nghiệm của bài toán cân bằng được trình bày trong Mệnh đề

dưới đây.
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Mệnh đề 1.3. ([31]) Cho K là tập con lồi đóng trong không gian R
n và

f : K ×K → R ∪ {+∞} là một song hàm cân bằng.

i) Nếu f đơn điệu chặt thì bài toán EP (K, f) có nhiều nhất một nghiệm.

ii) Nếu f(., y) nửa liên tục trên với mỗi y ∈ K, f(x, .) là hàm lồi, nửa

liên tục dưới với mỗi x ∈ K và f là đơn điệu mạnh thì bài toán EP (K, f)

có duy nhất nghiệm.

1.5 Một số bổ đề bổ trợ

Sau đây là một số bổ đề bổ trợ dùng để chứng minh sự hội tụ của thuật

toán trong các chương tiếp theo.

Bổ đề 1.1. Giả sử H là không gian Hilbert. Cho x, y, z ∈ H và 0 ≤ a ≤ 1,

ta có

‖ax + (1− a)y − z‖2 ≤ a‖x− z‖2 + (1− a)‖y − z‖2.

Chứng minh. Ta có

‖ax+ (1− a)y − z‖2

= a2‖x− z‖2 + (1− a)2‖y − z‖2 + 2a(1− a)〈x− z, y − z〉

= a‖x− z‖2 + (1− a)‖y − z‖2

− a(1− a)
[
‖x− z‖2 + ‖y − z‖2 − 2〈x− z, y − z〉

]

≤ a‖x− z‖2 + (1− a)‖y − z‖2.

✷

Bổ đề 1.2. [43] Cho {vk} và {δk} là các dãy số thực không âm thỏa mãn

vk+1 ≤ vk + δk với
∑∞

k=1 δk < +∞. Khi đó dãy {vk} hội tụ.

Bổ đề 1.3. [43] Cho H là không gian Hilbert, {ak} là một dãy các số thực

thỏa mãn 0 < a < ak < b < 1 với mọi k = 1, 2, . . . , và cho {vk}, {wk} là
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hai dãy trong H sao cho

lim sup
k→+∞

‖vk‖ ≤ c, lim sup
k→+∞

‖wk‖ ≤ c,

và

lim
k→+∞

‖akvk + (1− ak)wk‖ = c, với c > 0.

Khi đó, limk→+∞ ‖vk − wk‖ = 0.
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Chương 2

Thuật toán chiếu kết hợp phép lặp

Mann-Krasnoselskii

Chương này, chúng tôi trình bày thuật toán chiếu kết hợp phép lặp

Mann-Krasnoselskii giải bài toán chấp nhận tách giữa bài toán cân bằng

và bài toán tối ưu. Ý tưởng của thuật toán này là sự kết hợp phép chiếu

một lần của Santos và Scheimberg [43] cho bài toán cân bằng giả đơn điệu

và kĩ thuật lặp Mann-Krasnoselskii cho toán tử gần kề xác định bởi bài

toán tối ưu lồi.

Kết quả của chương này được viết dựa trên nội dung bài báo (1) đăng

trên tạp chí Mathematical Methods of Operations Research.

2.1 Mô tả bài toán

Cho H1 và H2 là hai không gian Hilbert và C ⊆ H1, Q ⊆ H2 là các tập

lồi khác rỗng, A : H1 → H2 là toán tử tuyến tính bị chặn. Bài toán chấp

nhận tách là bài toán:

Tìm x∗ ∈ C sao cho Ax∗ ∈ Q.

Khi C và Q là các tập nghiệm của các bài toán bất đẳng thức biến phân

hoặc tập nghiệm của bài toán điểm bất động thì đã được xét bởi nhiều tác

giả trong nhiều công trình khác nhau.

Chúng tôi xét bài toán chấp nhận tách trong trường hợp C là tập nghiệm
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của bài toán cân bằng tiền đơn điệu trong không gian Hilbert H1 và Q là

tập nghiệm của bài toán tối ưu lồi trong không gian H2. Bài toán được

phát biểu như sau:

Tìm x∗ ∈ K : f(x∗, y) ≥ 0 ∀y ∈ K và g(Ax∗) ≤ g(u) ∀u ∈ H2, (SEO)

trong đó g là hàm lồi nửa liên tục dưới chính thường trong không gian H2.

2.2 Thuật toán và sự hội tụ

Xét bài toán (SEO) sau đây

Tìm x∗ ∈ K : f(x∗, y) ≥ 0 ∀y ∈ K và g(Ax∗) ≤ g(u) ∀u ∈ H2,

trong đó K là tập con lồi đóng trong không gian Hilbert H và g là hàm

lồi nửa liên tục dưới chính thường trong không gian H2.

Chúng ta cần các giả thiết sau cho thuật toán và sự hội tụ của nó:

(A1) Với mỗi x ∈ K, f(x, x) = 0 và f(x, .) là lồi, nửa liên tục dưới trên K.

(A2) ∂ǫ2f(x, x) khác rỗng với mỗi ǫ > 0 và x ∈ K và bị chặn trên mỗi tập

con bị chặn bất kì của C, trong đó ∂ǫ2f(x, x) kí hiệu ǫ-dưới vi phân

của hàm lồi f(x, .) tại x, tức là

∂ǫ2f(x, x) := {p ∈ H|〈p, y − x〉+ f(x, x) ≤ f(x, y) + ǫ ∀y}.

(A3) f là giả đơn điệu trênK đối với mỗi nghiệm của (EP ), tức là f(x, x∗) ≤
0 với mỗi x ∈ K, x∗ ∈ Sol(EP ), và thỏa mãn điều kiện sau, gọi là

tính chất tiền đơn điệu

x∗ ∈ Sol(EP ), y ∈ K, f(x∗, y) = f(y, x∗) = 0 ⇒ y ∈ Sol(EP ).

(A4) Với mỗi x ∈ K, f(., x) là nửa liên tục trên yếu trên K.

Các giả thiết (A1) và (A4) là các giả thiết thường được sử dụng cho bài

toán cân bằng, các giả thiết (A2) và (A3) có thể tìm thấy trong [43]. Chúng
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tôi nhắc lại ánh xạ gần kề của hàm lồi g với λ > 0, kí hiệu là proxλg, được

định nghĩa như sau

proxλg(u) := argmin{g(v) + 1

λ
‖v − u‖2 : v ∈ H2}. P (u)

Với λ > 0, đặt h(x) := 1
2
‖(I − proxλg)Ax‖2. Bằng cách sử dụng điều kiện

cần và đủ cho bài toán tối ưu lồi, ta thấy h(x) = 0 nếu và chỉ nếu Ax

là nghiệm của bài toán P (u) với u = Ax. Chú ý rằng, xem [41] trang

52, thậm chí nếu g có thể không khả vi, thì h luôn khả vi và ∇h(x) =

A∗(I − proxλg)Ax. Suy ra h(x) = 0 khi và chỉ khi ∇h(x) = 0.

Thuật toán chiếu kết hợp phép lặp Mann-Krasnoselskii được mô tả như

sau.

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Thuật toán 2.1

Lấy các tham số dương δ, ξ và các dãy số thực {ak}, {δk}, {βk}, {ǫk}, {ρk}
thỏa mãn các điều kiện:

0 < a < ak < b < 1; 0 < ξ ≤ ρk ≤ 4− ξ, ∀k ∈ N; (2.1)

δk > δ > 0, βk > 0, ǫk ≥ 0, ∀k ∈ N; (2.2)

lim
k→+∞

ak =
1

2
; (2.3)

∞∑

k=1

βk
δk

= +∞,
∞∑

k=1

β2
k < +∞; (2.4)

∞∑

k=1

βkǫk
δk

< +∞. (2.5)

Bước 0: Chọn x1 ∈ K và cho k := 1.

Bước k: Có xk ∈ K, lấy gk ∈ ∂ǫk2 f(xk, xk) và định nghĩa

αk =
βk
γk

trong đó γk = max{δk, ‖gk‖}.

Tính yk = PK(xk − αkgk), tức là

〈yk − xk + αkgk, x− yk〉 ≥ 0 ∀x ∈ K.
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Lấy

µk :=





0 nếu ∇h(yk) = 0,

ρk
h(yk)

‖∇h(yk)‖2 nếu ∇h(yk) 6= 0
(2.6)

và tính

zk = PK(yk − µkA
∗(I − proxλg)(Ayk)).

Tính

xk+1 = akxk + (1− ak)zk.

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

Nhận xét 2.1. Chú ý rằng khi g ≡ 0, bài toán (SEO) trở về bài toán

(EP). Trong trường hợp này thuật toán sẽ quay lại là phép chiếu Mann-

Krasnoselskii cho bài toán (EP).

Nhận xét 2.2. Nếu chọn ǫk = 0, thì xk = yk và h(xk) = 0 suy ra rằng xk

là một nghiệm. Theo cách này, xk là ǫ-nghiệm nếu ǫk ≤ ǫ và ‖xk−yk‖ ≤ ǫ,

|h(xk)| ≤ ǫ.

Các bổ đề sau rất cần thiết để chứng minh sự hội tụ của thuật toán.

Bổ đề 2.1. ([37]) Gọi S là tập nghiệm của bài toán (SEO) và z ∈ S. Nếu

∇h(yk) 6= 0 thì bất đẳng thức sau đúng

‖zk − z‖2 ≤ ‖yk − z||2 − ρk(4− ρk)
h2(yk)

‖∇h(yk)‖2
. (2.7)

Bổ đề 2.2. ([43]) Với mỗi k, các mệnh đề sau đúng

(i) αk‖gk‖ ≤ βk;

(ii) ‖yk − xk‖ ≤ βk.

Bổ đề sau là một đánh giá chúng tôi chứng minh để phục vụ cho sự hội

tụ của thuật toán.
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Bổ đề 2.3. Cho z ∈ S. Khi đó, với mỗi k sao cho ∇h(yk) 6= 0, ta có

‖xk+1 − z‖2 ≤ ‖xk − z||2 − (1− ak)ρk(4− ρk)
h2(yk)

‖∇h(yk)‖2
+2(1− ak)αkf(xk, z) + Ak, (2.8)

và với mỗi k sao cho ∇h(yk) = 0, ta có

‖xk+1 − z‖2 ≤ ‖xk − z||2 + 2(1− ak)αkf(xk, z) +Ak, (2.9)

trong đó Ak = 2(1− ak)(αkǫk + β2
k).

Chứng minh. Theo định nghĩa của xk+1, nhờ Bổ đề 1.1 , ta có

‖xk+1 − z‖2 = ‖akxk + (1− ak)zk − z‖2

≤ ak‖xk − z‖2 + (1− ak)‖zk − z‖2. (2.10)

Xét hai trường hợp:

Trường hợp 1: Nếu ∇h(yk) 6= 0, khi đó nhờ Bổ đề 2.1, ta có

‖xk+1−z‖2 ≤ ak‖xk−z‖2+(1−ak)
[
‖yk − z||2 − ρk(4− ρk)

h2(yk)

‖∇h(yk)‖2
]
.

(2.11)

Hơn nữa,

‖yk − z‖2 = ‖z − xk + xk − yk‖2

= ‖xk − z‖2 − ‖xk − yk‖2 + 2〈xk − yk, z − yk〉

≤ ‖xk − z‖2 + 2〈xk − yk, z − yk〉.

Trong thuật toán 2.1, vì yk được chọn sao cho

〈yk − xk + αkgk, x− yk〉 ≥ 0 ∀x ∈ K,

bằng cách lấy x = z, ta thu được

〈yk − xk + αkgk, z − yk〉 ≥ 0

⇔ 〈αkgk, z − yk〉 ≥ 〈xk − yk, z − yk〉.
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Suy ra,

‖yk − z‖2 ≤ ‖xk − z‖2 + 2〈αkgk, z − yk〉

= ‖xk − z‖2 + 2〈αkgk, z − xk〉+ 2〈αkgk, xk − yk〉.(2.12)

Do đó từ gk ∈ ∂ǫk2 f(xk, xk) ta nhận được

f(xk, z)− f(xk, xk) ≥ 〈gk, z − xk〉 − ǫk

⇔ f(xk, z) + ǫk ≥ 〈gk, z − xk〉. (2.13)

Mặt khác, từ Bổ đề 2.2 ta có

〈αkgk, xk − yk〉 ≤ αk‖gk‖‖xk − yk‖ ≤ β2
k.

Từ (2.12), (2.13) và αk > 0 suy ra

‖yk − z‖2 ≤ ‖xk − z‖2 + 2αkf(xk, z) + 2αkǫk + 2β2
k. (2.14)

Kết hợp bất đẳng thức này với (2.11), ta thu được

‖xk+1 − z‖2 ≤ ‖xk − z||2 − (1− ak)ρk(4− ρk)
h2(yk)

‖∇h(yk)‖2
+ 2(1− ak)αkf(xk, z) +Ak,

trong đó Ak = 2(1− ak)(αkǫk + β2
k).

Trường hợp 2: Nếu ∇h(yk) = 0 khi đó, theo định nghĩa của xk+1, ta có

thể viết

‖xk+1 − z‖2 ≤ ak‖xk − z‖2 + (1− ak)‖yk − z||2.

Tương tự trường hợp 1, ta có

‖yk − z‖2 ≤ ‖xk − z‖2 + 2αkf(xk, z) + 2αkǫk + 2β2
k.

Khi đó,

‖xk+1 − z‖2 ≤ ‖xk − z||2 + 2(1− ak)αkf(xk, z) +Ak,

với Ak = 2(1− ak)(αkǫk + β2
k).

✷
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Kết quả chính của chương này là Định lý hội tụ cho thuật toán 2.1 như

sau.

Định lý 2.1. Giả sử bài toán (SEO) có nghiệm. Khi đó dưới các giả thiết

(A1)-(A4) dãy (xk) sinh bởi thuật toán 2.1 hội tụ yếu tới nghiệm của bài

toán (SEO).

Chứng minh . Khẳng định 1: {‖xk − z‖2} hội tụ với mọi z ∈ S.

Thật vậy, lấy z ∈ S. Vì z ∈ Sol(EP ) và f là giả đơn điệu trên K đối

với mỗi nghiệm của bài toán (EP ), ta có

f(xk, z) ≤ 0.

Nếu ∇h(yk) 6= 0, khi đó, vì

ρk(4− ρk)
h2(yk)

‖∇h(yk)‖2
≥ 0,

nên suy ra từ Bổ đề 2.3 ta có

‖xk+1 − z‖2 ≤ ‖xk − z||2 + Ak, (2.15)

trong đó Ak = 2(1− ak)(αkǫk + β2
k).

Vì αk =
βk

γk
với γk = max{δk, ‖gk‖},

+∞∑

k=1

αkǫk =
+∞∑

k=1

βk
γk
ǫk ≤

+∞∑

k=1

βk
δk
ǫk < +∞.

Chú ý rằng
∑+∞

k=1 β
2
k < +∞ và 0 < a < ak < b < 1, nên

+∞∑

k=1

Ak < 2(1− a)
+∞∑

k=1

(αkǫk + β2
k) < +∞.

Bây giờ sử dụng Bổ đề 1.2, ta có {‖xk − z‖2} hội tụ với mọi z ∈ S. Do

đó, {xk} bị chặn. Khi đó, theo Bổ đề 2.2, ta thấy {yk} cũng bị chặn.

Khẳng định 2: lim supk→+∞ f(xk, z) = 0 với mỗi z ∈ S.

Theo Bổ đề 2.3, với mỗi k, ta có

−2(1− ak)αkf(xk, z) ≤ ‖xk − z‖2 − ‖xk+1 − z‖2 + Ak. (2.16)
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Lấy tổng hai vế, ta nhận được
∞∑

k=1

−2(1− ak)αkf(xk, z) < +∞. (2.17)

Mặt khác, sử dụng giả thiết (A2) và dãy {xk} bị chặn, ta có {‖gk‖} bị

chặn. Khi đó, tồn tại L > δ sao cho ‖gk‖ ≤ L với mỗi k. Do đó,

γk
δk

= max{1, ‖gk‖
δk

} ≤ L

δ
.

Suy ra,

αk =
βk
γk

≥ δ

L

βk
δk
.

Vì z là một nghiệm nên theo tính giả đơn điệu của f , ta có −f(xk, z) ≥ 0

với 0 < a < ak < b < 1 suy ra
∞∑

k=1

(1− b)
βk
δk
[−f(xk, z)] < +∞.

Nhưng từ
∑∞

k=1
βk

δk
= +∞, ta nhận được

lim sup
k→+∞

f(xk, z) = 0, ∀z ∈ S.

Khẳng định 3: Với mỗi z ∈ S, giả sử {xkj} là dãy con của {xk} sao cho

lim sup
k→+∞

f(xk, z) = lim
j→+∞

f(xkj , z), (2.18)

và x∗ là điểm tụ yếu của {xkj}. Khi đó x∗ thuộc vào Sol(EP ).

Không mất tính tổng quát, giả sử xkj hội tụ yếu đến x∗ khi j → ∞. Vì

f(., z) là nửa liên tục trên nên theo Khẳng định 2 ta có

f(x∗, z) ≥ lim sup
j→+∞

f(xkj , z) = 0.

Vì z ∈ S và f là giả đơn điệu nên ta có f(x∗, z) ≤ 0. Vậy f(x∗, z) = 0. Lại

nhờ tính giả đơn điệu của hàm f(z, x∗) ≤ 0. Suy ra f(x∗, z) = f(z, x∗) = 0.

Khi đó, nhờ tính tiền đơn điệu (giả thiết A3), ta có thể kết luận x∗ cũng

là một nghiệm của (EP ).
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Khẳng định 4: Với mỗi điểm tụ yếu x của dãy {xk} thỏa mãn x ∈ K và

Ax ∈ argmin g.

Lấy x là một điểm tụ yếu của {xk} và {xkj} là một dãy con của {xk}
hội tụ yếu đến x. Khi đó x ∈ K. Mặt khác, ta có ‖yk − xk‖ ≤ βk và
∑∞

k=1 β
2
k < +∞. Suy ra,

lim
k→∞

‖yk − xk‖ = 0.

Vậy, {ykj} hội tụ yếu đến x.

Từ Bổ đề 2.3, nếu ∇h(yk) 6= 0 thì

(1− ak)ρk(4− ρk)
h2(yk)

‖∇h(yk)‖2
≤ ‖xk − z||2 − ‖xk+1 − z‖2 + Ak,

và nếu ∇h(yk) = 0 thì

0 ≤ ‖xk − z‖2 − ‖xk+1 − z‖2 + Ak.

Gọi N1 := {k : ∇h(yk) 6= 0} và lấy tổng hai vế ta thu được

∑

k∈N1

(1− ak)ρk(4− ρk)
h2(yk)

‖∇h(yk)‖2
≤ ‖x0 − z‖2 +

∞∑

k=1

Ak < +∞.

Kết hợp điều này với giả thiết ξ ≤ ρk ≤ 4− ξ (với ξ > 0) và 0 < a < ak <

b < 1, ta kết luận rằng

∑

k∈N1

h2(yk)

‖∇h(yk)‖2
< +∞. (2.19)

Hơn nữa, vì ∇h là liên tục Lipschitz với hằng số ‖A‖2, ta có ‖∇h(yk)‖2

bị chặn. Vì vậy h(yk) → 0 khi k ∈ N1 và k → ∞. Chú ý rằng h(yk) = 0

với k 6∈ N1. Do đó,

lim
k→+∞

h(yk) = 0. (2.20)

Nhờ tính nửa liên tục dưới của h, nên

0 ≤ h(x) ≤ lim inf
j→+∞

h(ykj) = lim
k→+∞

h(yk) = 0, (2.21)
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điều này suy ra Ax là một điểm bất động của ánh xạ gần kề của g. Vậy,

Ax là điểm cực tiểu của hàm g.

Khẳng định 5: limk→+∞ xk = limk→+∞ yk = limk→+∞ P (xk) = x∗, trong

đó x∗ là một điểm tụ yếu của dãy thỏa mãn (2.18).

Từ khẳng định 3 và khẳng định 4, ta suy ra x∗ thuộc S. Theo Khẳng

định 1, giả sử

lim
k→+∞

‖xk − x∗‖ = c < +∞.

Theo Bổ đề 2.2, ta có

‖zk − x∗‖ ≤ ‖yk − x∗‖

≤ ‖xk − x∗‖+ ‖yk − xk‖

≤ ‖xk − x∗‖+ βk,

điều này suy ra

lim sup
k→+∞

‖zk − x∗‖ ≤ lim sup
k→+∞

(‖xk − x∗‖+ βk) = c.

Mặt khác,

lim
k→+∞

‖ak(xk − x∗) + (1− ak)(zk − x∗)‖ = lim
k→+∞

‖xk+1 − x∗‖ = c.

Theo Bổ đề 1.3 với vk := xk − x∗, wk := zk − x∗, ta thu được

lim
k→+∞

‖zk − xk‖ = 0. (2.22)

Kết hợp điều này với x∗ là một điểm tụ yếu của dãy {xk}, ta thu được x∗

cũng là một điểm tụ yếu của dãy {zk}. Giả sử {zkj} hội tụ yếu đến x∗.

Chú ý rằng

‖xkj+1 − PS(xkj+1)‖2 ≤ ‖xkj+1 − PS(xkj)‖2

≤ akj‖xkj − PS(xkj)‖2 + (1− akj)‖zkj − PS(xkj)‖2.

Mặt khác,

‖zkj − PS(xkj)‖2 = ‖zkj − xkj‖2 − ‖xkj − PS(xkj)‖2

− 2〈zkj − PS(xkj), PS(xkj)− xkj〉.
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Suy ra,

‖xkj+1 − PS(xkj+1)‖2

≤ (2akj − 1)‖xkj − PS(xkj)‖2 + (1− akj)‖zkj − xkj‖2

− 2(1− akj)〈zkj − PS(xkj), PS(xkj)− xkj〉.

≤ (2akj − 1)‖xkj − PS(xkj)‖2 + (1− akj)‖zkj − xkj‖2

− 2(1− akj)〈zkj − x∗, PS(xkj)− xkj〉

− 2(1− akj)〈x∗ − PS(xkj), PS(xkj)− xkj〉.

Vì x∗ ∈ S,

〈x∗ − PS(xkj), PS(xkj)− xkj〉 ≥ 0.

Dãy {xkj} bị chặn nên dãy {xkj − PS(xkj)} cũng bị chặn.

Do limj→+∞ ‖zkj − xkj‖ = 0 và limj→+∞ akj =
1
2 , ta thu được

lim
j→∞

‖xkj+1 − PS(xkj+1)‖ = 0. (2.23)

Bây giờ, ta sẽ chứng minh {PS(xkj)} là một dãy Cauchy. Thật vậy, với

mọi m > j, ta có

‖PS(xkm)− PS(xkj)‖2

= 2‖xkm − PS(xkm)‖2 + 2‖xkm − PS(xkj)‖2

− 4‖xkm − 1

2
(PS(xkm+1

) + PS(xkj+1
))‖2

≤ 2‖xkm − PS(xkm)‖2 + 2‖xkm − PS(xkj)‖2 − 4‖xkm − PS(xkm)‖2

= 2‖xkm − PS(xkj)‖2 − 2‖xkm − PS(xkm)‖2. (2.24)

Khi đó, áp dụng tính chất của phép chiếu với z = PS(xkj) ta có

‖xkm − PS(xkj)‖2 ≤ ‖xkm−1 − PS(xkj)‖2 +Akm−1

≤ . . .

≤ ‖xkj − PS(xkj)‖2 +
km−1∑

i=kj

Ai. (2.25)
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Từ (2.24) và (2.25), suy ra

‖PS(xkm)−PS(xkj)‖2 ≤ 2‖xkj−PS(xkj)‖2+2
km−1∑

i=kj

Ai−2‖xkm−PS(xkm)‖2.

Từ (2.23) và limj→∞
∑km−1

i=kj
Ai = 0, ta kết luận rằng {PS(xkj)} là một

dãy Cauchy. Do đó, {PS(xkj)} hội tụ mạnh tới một điểm x ∈ S. Vì

limj→∞ ‖xkj+1 − PS(xkj+1)‖ = 0, ta nhận được {xkj} cũng hội tụ mạnh

đến x nào đó. Cuối cùng, sử dụng Khẳng định 1, ta có

lim
k→+∞

xk = lim
k→+∞

yk = lim
k→+∞

P (xk) = x∗.

Định lý được chứng minh.

✷

Nhận xét 2.3. Ví dụ sau chỉ ra rằng khi bài toán không có nghiệm, thì

dãy phép lặp sinh bởi thuật toán 2.1 có thể không bị chặn.

Lấy H1 = H2 = R
2, A là toán tử đồng nhất.

K = {x = (u, v) ∈ R
2 : u ≥ 1, v ≥ 1

u
};

Q = {x = (u, v) ∈ R
2 : u ≥ 1, v = 0};

f(x, y) = iK(y)− iK(x), và g(x) = iQ(x),

trong đó iM là hàm chỉ của tập M . Trong trường hợp này, bài toán (SEO)

có thể quy về bài toán tìm một điểm trong S := K ∩ Q mà tập này là

rỗng.

Chọn

ǫk = 0, βk =
1

k
, δk = 1, ρk = 2, ak =

1

2
, ∀k ∈ N.

Vì f(x, y) = iK(y) − iK(x) nên ta có (0, 0) ∈ ∂2f(u, u), với mọi x =

(u, u) ∈ K. Suy ra, tại mỗi bước k, ta có thể chọn gk = (0, 0), do đó xk = yk

với mọi k. Vì K ∩Q = ∅, ta có hk(yk) 6= 0. Ta có proxλg(x) = PQ(x) với

mọi λ > 0. Do yk = xk, và tính toán thu được

zk = PK(yk − µk(I − proxλg)(yk)) = PK(PQ(xk)).
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Đặt xk := (uk, vk). Ta sẽ chứng minh rằng limk→+∞ uk = +∞. Thật

vậy, theo cách xác định các tập Q và K, phép chiếu của xk = (uk, vk) lên

Q là (uk, 0), trong đó phép chiếu của (uk, 0) lên K nằm trên biên của tập

K. Giả sử (ak,
1
ak
) là phép chiếu của (uk, 0) lên K. Khi đó ak là nghiệm tối

ưu của bài toán mina≥1 ϕk(a), trong đó ϕk(a) =
[
(uk − a)2 + 1

a2

]
là hàm

lồi mạnh trên [1,+∞). Vì uk ≥ 1, nên

ϕ
′

k(uk +
1

16 [uk]
3 ) < 0.

Suy ra

ak ≥ uk +
1

16 [uk]
3 . (2.26)

Từ zk = PK(uk, 0) = (ak, 1/ak) và xk+1 := (uk+1, vk+1) = 1/2(xk + zk),

nên từ (2.26), suy ra

uk+1 ≥ uk +
1

32 [uk]
3 .

Vì uk ≥ 1 với mọi k, ta có limk→+∞ uk = +∞.

2.3 Ví dụ minh họa

Trong mục này, chúng tôi xét một mô hình bài toán cân bằng - tối

ưu mà có thể xem như mở rộng của mô hình cân bằng bán độc quyền

Nash–Cournot trong mô hình sản xuất điện. Mô hình bài toán cân bằng

trong sản xuất điện đã được nghiên cứu bởi nhiều tác giả, (chẳng hạn

xem [18, 40]). Trong mô hình này, giả sử có n nhà máy, mỗi nhà máy

thứ i có Ii máy phát điện. Đặt x là vectơ bao gồm bộ xj là năng lượng

sinh bởi máy phát j. Theo [18], giả sử giá pi(s) là hàm affin giảm theo

s với s =
∑N

j=1 xj trong đó N là số tất cả các máy phát điện, tức là

pi(s) = α − βis. Khi đó lợi nhuận thu được bởi nhà máy thứ i được cho

bởi fi(x) = pi(s)(
∑

j∈Ii xj)−
∑

j∈Ii cj(xj), trong đó cj(xj) là hàm chi phí

cho lượng điện xj bởi máy phát thứ i. Giả sử Ki là tập chiến lược của nhà
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máy thứ i, tức là điều kiện
∑

j∈Ii xj ∈ Ki phải được thỏa mãn với mọi i.

Khi đó tập chiến lược của mô hình là K := K1 ×K2...×Kn.

Như thường lệ, mỗi nhà máy tìm kiếm lợi nhuận cực đại bằng cách chọn

mức sản xuất tương thích dưới căn cứ sản lượng của các nhà máy khác là

tham số đầu vào. Một cách tiếp cận chung cho mô hình này là dựa trên

khái niệm cân bằng Nash.

Chúng tôi nhắc lại rằng x∗ ∈ K = K1×K2× · · ·×Kn là một điểm cân

bằng của mô hình nếu

fi(x
∗) ≥ fi(x

∗[xi]) ∀xi ∈ Ki, ∀i = 1, 2, . . . , n,

trong đó vectơ x∗[xi] là vectơ thu được từ x∗ bằng cách thay x∗i bởi xi.

Đặt

f(x, y) := ψ(x, y)− ψ(x, x)

với

ψ(x, y) := −
n∑

i=1

fi(x[yi]), (2.27)

thì bài toán tìm điểm cân bằng Nash của mô hình có thể đưa về bài toán

x∗ ∈ K : f(x∗, x) ≥ 0 ∀x ∈ K. (EP )

Chúng tôi mở rộng mô hình cân bằng này bằng cách thêm một giả thiết

rằng để sản xuất điện thì các nhà máy phải sử dụng nguyên vật liệu. Kí

hiệu al,j là số lượng vật liệu l (l = 1, ..., m) cho việc sản xuất một đơn vị

điện bởi máy phát j (j = 1, ..., N). Đặt A là ma trận toàn bộ al,j. Khi đó

hàng l của vectơ Ax là số lượng vật liệu l cho việc sản xuất x. Sử dụng

vật liệu cho sản xuất có thể làm ô nhiễm môi trường và mỗi nhà máy phải

trả phí môi trường. Giả sử g(Ax) là toàn bộ phí môi trường cho việc sản

xuất x. Nhiệm vụ đặt ra bây giờ là tìm một sản lượng x∗ sao cho nó là

điểm cân bằng Nash với phí môi trường cực tiểu. Bài toán này có thể đưa
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về dạng

Tìm x∗ ∈ K : f(x∗, x) ≥ 0 ∀x ∈ K, g(Ax∗) ≤ g(Ax) ∀x ∈ K. (SEP )

Giả sử với mỗi j, hàm chi phí cj và phí môi trường g là các hàm lồi tăng.

Các giả thiết lồi ở đây theo nghĩa cả hai hàm chi phí và phí môi trường

cho việc sản xuất một đơn vị điện tăng khi số lượng điện tăng.

Dưới giả thiết lồi, ta thấy (xem [40]) bài toán (EP) với hàm f cho bởi

(2.27) có thể đưa về dạng

Tìm x∗ ∈ K : 〈B̃1x
∗ − ā, x− x∗〉+ ϕ(x)− ϕ(x∗) ≥ 0 ∀x ∈ K, (2.28)

trong đó

ā := (α, α, ..., α)T

B1 :=




β1 0 0 ... 0

0 β2 0 ... 0

... ... ... ... ...

0 0 0 0 βn



, B̃1 :=




0 β1 β1 ... β1

β2 0 β2 ... β2

... ... ... ... ...

βn βn βn ... 0



,

ϕ(x) := xTB1x+
N∑

j=1

cj(xj).

Chú ý rằng khi cj là các hàm lồi khả vi với mỗi j, thì bài toán (2.28)

tương đương với bài toán bất đẳng thức biến phân sau

Tìm x∗ ∈ K : 〈B̃1x
∗ − ā+∇ϕ(x∗), x− x∗〉 ≥ 0, ∀x ∈ K. (2.29)

Chúng tôi thử nghiệm thuật toán 2.1 với hàm chi phí cho bởi

cj(xj) =
1

2
pjx

2
j + qjxj, pj > 0.

Với hàm chi phí này, sử dụng Mệnh đề 3.2 trong [26], thì toán tử trong bài

toán (2.29) là toán tử tiền đơn điệu.
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Lấy các dãy tham số là

βk =
7

2(k + 1)
, ǫk = 0, δk = 3, γk = max{3, ||gk||} ∀k

và giải mô hình với các cỡ khác nhau, 10 bài toán mỗi cỡ.

Thuật toán được chạy thực hiện bằng MATLAB 7.8 trên máy tính Ram

8GB core i7.

Các bài toán con được giải bằng MATLAB Optimization Toolbox bằng

công cụ QUADPROG cho các hàm bậc hai nửa xác định dương g(u) :=

1/2uTDu + dTu. Các kết quả tính toán được trình bày trong Bảng 2.1.

Các trục ngang và trục dọc biểu thị số bước lặp trung bình k, thời gian

CPU (giây) trung bình và error1 := ||x− y||, error2 := h(x), tương ứng.

Các tham số βj , pj, qj, với mọi j = 1, . . . , n, được sinh ngẫu nhiên trong

khoảng (0,1], [1,3], [1,3] tương ứng, các ma trận A, D và vectơ d được sinh

ngẫu nhiên trong khoảng [-2,30].

Bảng 2.1: Thuật toán 2.1

size N Prob. Iter CPU-times(s) Error 1 Error 2

6 10 1654 51.13 9.9996.10−5 1.1.10−6

10 10 19793 622.09 9.7011.10−5 7.8.10−4

20 10 25690 1282.10 9.9801.10−5 0.0565

30 10 32001 1059.12 9.9504.10−5 0.3283

50 10 67344 3213.47 9.8034.10−5 2.9610

100 10 72469 3729.56 9.8624.10−5 50.6554

2.4 Kết luận

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu một thuật toán giải bài toán cân

bằng. Bằng cách mở rộng thuật toán của [43] sử dụng phép chiếu cho bài

toán cân bằng kết hợp kĩ thuật lặp Mann-Krasnoselskii cho bài toán tối

ưu lồi, chúng tôi đề xuất một thuật toán mới cho bài toán cân bằng giả

đơn điệu. Một mô hình sản xuất điện được đưa ra như là một ứng dụng
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thực tế cho thuật toán mà chúng tôi đề xuất.
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Chương 3

Thuật toán dưới đạo hàm giải bài

toán chấp nhận tách phi tuyến và

ứng dụng cho mô hình cân bằng

Nash có ràng buộc

Chương này chúng tôi trình bày một thuật toán mới giải bài toán

chấp nhận tách phi tuyến, ứng dụng cho mô hình cân bằng Nash có ràng

buộc: Tìm x ∈ K sao cho f(x, y) ≥ 0, ∀y ∈ K thỏa mãn bao hàm thức

F (x) ∈ Q, trong đó F là toán tử phi tuyến. Ý tưởng của phương pháp này

là kết hợp phương pháp dưới đạo hàm giải bài toán cân bằng với phương

pháp chiếu giải bao hàm thức ràng buộc. So với các kết quả đã có, đóng

góp của chúng tôi là xét toán tử F là phi tuyến, cụ thể là toán tử tựa

tuyến tính, trong khi các kết quả nghiên cứu trước xét toán toán tử F là

tuyến tính liên tục. Các ví dụ số được đưa ra ở cuối chương nhằm minh

họa cho tính hữu hiệu của thuật toán do chúng tôi đề xuất.

Kết quả của chương này được viết dựa trên nội dung bài báo [54] gửi

đăng trên tạp chí Journal of Global Optimization (minor revision).

3.1 Mô tả bài toán

Bài toán chấp nhận tách là bài toán có dạng:
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Tìm x ∈ C sao cho Ax ∈ Q,

trong đó C,Q là các tập con lồi trong không gian R
n,Rn tương ứng, A :

R
n → R

m là toán tử tuyến tính liên tục trong không gian R
n.

Bài toán này được Censor và Elfving [11] đưa ra lần đầu tiên vào năm

1994. Khi C và/hoặc Q là tập nghiệm của bài toán điểm bất động hoặc

bài toán bất đẳng thức biến phân, hoặc bài toán tối ưu thì đã được nghiên

cứu trong các công trình [10, 12, 19, 45, 47]. Các ứng dụng của bài toán

chấp nhận tách có thể tìm thấy trong bài toán khôi phục ảnh, và gần đây

là trong điều khiển cường độ xạ trị trong điều trị ung thư. Tuy nhiên,

trong tất cả các bài báo này, các tác giả đều giả thiết A là toán tử tuyến

tính bị chặn.

Trong nghiên cứu của chúng tôi, chúng tôi xét C là tập nghiệm của bài

toán cân bằng, toán tử A là toán tử tựa tuyến tính được xác định bởi các

hàm tựa tuyến tính trong không gian Euclide hữu hạn chiều. Các hàm tựa

tuyến tính đóng vai trò quan trọng trong toán học và các bài toán thực

tế, chẳng hạn [4, 20, 30, 34].

Xét bài toán chấp nhận tách như sau:

Tìm z ∈ K sao cho f(z, u) ≥ 0, ∀u ∈ K và F (z) ∈ Q, (NSEP )

trong đó ∅ 6= K ⊆ R
n là tập lồi, f : K → R, ∅ 6= Q ⊆ R

m và F là một

ánh xạ từ R
n đến R

m.

3.2 Thuật toán và sự hội tụ

Giả sử bài toán (NSEP ) có nghiệm và thỏa mãn các giả thiết sau:

(B1) Q = Q1 × Q2 × · · · × Qm trong đó Qi là một tập con lồi của R với

mỗi i = 1, 2, . . . , m;
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(B2) F = (F1, F2, . . . , Fm) trong đó Fi : R
n → R là tựa tuyến tính, tức là,

F vừa tựa lồi vừa tựa lõm và khả vi trên một tập mở chứa K.

Kí hiệu Sol(EP ) là tập nghiệm của bài toán cân bằng:

Tìm z ∈ K sao cho f(z, u) ≥ 0 ∀u ∈ K. (EP )

Khi đó, dưới giả thiết (B1), (B2), bài toán (NSEP ) có thể đưa về dạng

min
x∈C

max
i=1,2,...,m

‖(I − PQi
)(Fi(x))‖2, (OP )

với C là tập nghiệm của (EP). Hơn nữa, hàm pi(x) = ‖(I −PQi
)(Fi(x))‖2

là tựa lồi, suy ra p(x) = maxi=1,2,...,m pi(x) cũng là một hàm tựa lồi. Có

nhiều thuật toán để tìm nghiệm cực tiểu địa phương hoặc toàn cục cho

hàm tựa lồi trên một tập lồi. Tuy nhiên trong bài toán (OP), tập C chưa

tường minh, mà hơn nữa nó lại là tập nghiệm của bài toán cân bằng.

Chúng tôi nhắc lại một số định nghĩa của hàm tựa lồi, mà được dùng

rất nhiều trong các phần sau.

Cho X ⊂ R
n là một tập lồi và ϕ : X → R.

(i) ϕ được gọi là hàm tựa lồi trên X nếu tập mức dưới

Sϕ,α = {x ∈ X| ϕ(x) ≤ α}

là tập lồi với mỗi α ∈ R.

(ii) ϕ được gọi là hàm tựa lõm trên X nếu −ϕ là tựa lồi trên X.

(iii) ϕ được gọi là hàm tựa tuyến tính trên X nếu vừa là hàm tựa lồi vừa

là hàm tựa lõm.

Hai hàm tựa tuyến tính quan trọng là ϕ(x) := log x và ϕ(x) := aTx+b
cTx+d

.

Hàm đầu tiên là tựa tuyến tính trên R++, trong đó hàm thứ hai là tựa

tuyến tính trên tập
{
x| cTx+ d > 0

}
.

Với mỗi x ∈ K, đặt

I(x) := {i : pi(x) = p(x)},
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thì ta có bổ đề sau.

Bổ đề 3.1. Dưới các giả thiết (B1) và (B2), các mệnh đề sau đúng

i) Hàm pi tựa lồi và khả vi trên K;

ii) Hàm p tựa lồi trên K.

Chứng minh.

(i) Vì Fi khả vi trên K, nên pi(x) = ‖(I−PQi
)(Fi(x))‖2 cũng khả vi trên

K và

∇pi(x) = 2(I − PQi
)(Fi(x))

T∇Fi(x).

Vì Fi tựa tuyến tính trên K với mỗi i, nên với mỗi x1, x2 ∈ K và

λ ∈ [0, 1] ta có

min {F (x1), F (x2)} ≤ F (λx1 + (1− λ)x2) ≤ max {F (x1), F (x2)} .

Do đó, tồn tại α ∈ [0, 1] sao cho

Fi(λx1 + (1− λ)x2) = αFi(x1) + (1− α)Fi(x2).

Vì hàm ‖(I − PQi
)(.)‖2 là hàm lồi, ta thu được

pi(λx1 + (1− λ)x2)

= ‖(I − PQi
)(Fi(λx1 + (1− λ)x2))‖2

= ‖(I − PQi
) [αFi(x1) + (1− α)Fi(x2)] ‖2

≤ α‖(I − PQi
)(Fi(x1))‖2 + (1− α)‖(I − PQi

)(Fi(x2))‖2

= αpi(x1) + (1− α)pi(x2)

≤ max {pi(x1), pi(x2)} ∀x1, x2 ∈ K,

điều này suy ra pi là hàm tựa lồi trên K.

(ii) được suy trực tiếp từ phần (i) và định nghĩa của p.

Bổ đề được chứng minh.

✷
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Tiếp theo, các giả thiết sau được đặt lên song hàm f của bài toán cân

bằng.

(B3) Với mỗi x ∈ K, song hàm f(x, .) là hàm lồi, khả dưới vi phân,

f(., x) nửa liên tục trên trên một tập lồi mở chứa K và f(x, x) = 0 với

mỗi x ∈ K.

(B4) Song hàm f giả đơn điệu trên K đối với tập nghiệm Sol(EP ) của

bài toán (EP ), tức là

f(x, y) ≥ 0 ⇒ f(y, x) ≤ 0 ∀x ∈ Sol(EP ), y ∈ K.

Nhắc lại rằng, với mỗi ǫ ≥ 0 cố định, ∂ǫ2f(x, x) là kí hiệu ǫ-dưới vi phân

của hàm lồi f(x, .) tại x, tức là

∂ǫ2(x, x) := {g : 〈g, y − x〉 ≤ f(x, y)− f(x, x) + ǫ ∀y}.

Vì hàm f(x, .) là hàm lồi và khả dưới vi phân trên một tập lồi mở chứa

K, ǫ- dưới vi phân ánh xạ ∂ǫ2f(x, .) một tập bị chặn trên K thành một

tập bị chặn.

Thuật toán được mô tả như sau:

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Thuật toán 3.1

Lấy số dương δ và các dãy số thực {δk}, {βk}, {ǫk} thỏa mãn các điều

kiện

δk > δ > 0, βk > 0, ǫk ≥ 0, ∀k ∈ N; (3.1)
∞∑

k=1

ǫk < +∞,
∞∑

k=1

βkǫk
δk

< +∞; (3.2)

∞∑

k=1

βk
δk

= +∞,
∞∑

k=1

β2
k < +∞; (3.3)

Bước 0: Lấy x1 ∈ K và đặt k := 1.
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Bước k: Có xk ∈ K. Lấy gk ∈ ∂ǫk2 f(xk, xk) và định nghĩa

αk =
βk
γk

trong đó γk = max{δk, ‖gk‖}.

Tính yk = PK(xk − αkgk).

Nếu ∇pi(yk) = 0 ∀i ∈ I(yk) thì lấy ĥk = 0;

Ngược lại, lấy 0 6= hk ∈ co {∇pi(yk), i ∈ I(yk)} và đặt

ĥk =
hk

‖hk‖
.

Tính

xk+1 = PK(yk − αkĥk),

tăng k bởi 1 và quay lại bước k.

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

Nhận xét 3.1. (i) Nếu ǫk = 0, xk = yk và p(xk) = 0, thì xk là một nghiệm

chính xác. Vì vậy, gọi xk là một ǫ− nghiệm nếu ǫk ≤ ǫ, ||xk − yk|| ≤ ǫ và

p(xk) ≤ ǫ.

(ii) Nếu Qi ≡ R với mỗi i, thì pi(x) = ‖(I − PQi
)Fi(x)‖ = 0 với mỗi

i. Khi đó bài toán (NSEP ) trở thành bài toán cân bằng (EP ). Trong

trường hợp này, thuật toán 3.1 trở thành thuật toán trong [43] với phép

chiếu chính xác. Thật vậy, vì ĥk = 0 với mỗi k, bước lặp k trong thuật

toán 3.1 có thể viết lại là

Bước k: Cho trước xk ∈ K. Lấy gk ∈ ∂ǫk2 f(xk, xk) và định nghĩa

αk =
βk
γk

trong đó γk = max{δk, ‖gk‖}.

Tính xk+1 = PK(xk − αkgk).

Bổ đề sau được chứng minh trong [43].

Bổ đề 3.2. Với mỗi k, các bất đẳng thức sau đúng:

(i) αk‖gk‖ ≤ βk;
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(ii) ‖yk − xk‖ ≤ βk.

Các bổ đề sau được sử dụng trong chứng minh sự hội tụ của thuật toán

1.

Bổ đề 3.3. Với mỗi z ∈ K, ta có

‖xk+1 − z‖2 ≤ ‖yk − z‖2 − 2αk〈ĥk, yk − z〉 + α2
k, ∀z ∈ K.

Chứng minh. Do tính không giãn của toán tử chiếu, ta có

||xk+1 − z||2 = ‖PK(yk − αkĥk)− z‖2

≤ ||yk − αkĥk − z||2

= ||yk − z||2 − 2αk〈ĥk, yk − z〉+ α2
k. ∀z ∈ K.

Bổ đề được chứng minh.

✷

Dựa vào Bổ đề 3.3, chúng tôi đánh giá được bất đẳng thức sau.

Bổ đề 3.4. (i) Dưới các giả thiết (B1), (B2), (B3), ta có

‖xk+1− z‖2 ≤ ‖xk − z||2+2αkf(xk, z)− 2αk〈ĥk, yk − z〉+Ak, (3.4)

trong đó Ak = 2(αkǫk + β2
k) + α2

k.

(ii) Nếu tồn tại z ∈ K, ǫ > 0 và δ > 0 sao cho

p(y) < p(yk)− δ ∀y ∈ B(z, ǫ),

thì

〈ĥk, yk − z〉 ≥ ǫ ∀k

trong đó ĥk 6= 0.

Chứng minh.
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(i) Ta có

‖yk − z‖2 = ‖z − xk + xk − yk‖2

= ‖xk − z‖2 − ‖xk − yk‖2 + 2〈xk − yk, z − yk〉

≤ ‖xk − z‖2 + 2〈xk − yk, z − yk〉.

Vì yk = PK(xk − αkgk), ta có

〈yk − xk + αkgk, z − yk〉 ≥ 0

⇔ 〈αkgk, z − yk〉 ≥ 〈xk − yk, z − yk〉.

Suy ra,

‖yk − z‖2 ≤ ‖xk − z‖2 + 2〈αkgk, z − yk〉

= ‖xk − z‖2 + 2〈αkgk, z − xk〉

+ 2〈αkgk, xk − yk〉. (3.5)

Từ gk ∈ ∂ǫk2 f(xk, xk) suy ra

f(xk, z)− f(xk, xk) ≥ 〈gk, z − xk〉 − ǫk

⇔ f(xk, z) + ǫk ≥ 〈gk, z − xk〉. (3.6)

Mặt khác, theo Bổ đề 3.2, suy ra

〈αkgk, xk − yk〉 ≤ αk‖gk‖‖xk − yk‖ ≤ β2
k . (3.7)

Từ (3.5), (3.6) và αk > 0, suy ra

‖yk − z‖2 ≤ ‖xk − z‖2 + 2αkf(xk, z) + 2αkǫk + 2β2
k, (3.8)

Vậy, từ Bổ đề 3.3, suy ra

‖xk+1− z‖2 ≤ ‖xk − z||2+2αkf(xk, z)− 2αk〈ĥk, yk − z〉+Ak, (3.9)

trong đó Ak = 2(αkǫk + β2
k) + α2

k.
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(ii) Vì z + ǫĥk ∈ B(z, ǫ), theo giả thiết, ta có

p(z + ǫĥk) < p(yk).

Khi đó, từ định nghĩa của p và I(yk), ta thu được

pi(z + ǫĥk) < pi(yk) ∀i ∈ I(yk).

Áp dụng Định lý 1.1 với ϕ = pi, y = z + ǫĥk, và x = yk ta có

〈∇pi(yk), z + ǫĥk − yk〉 ≤ 0, ∀i ∈ I(yk).

Vậy, vì ĥk 6= 0, ĥk = hk

‖hk‖ với hk ∈ co {∇pi(yk), i ∈ I(yk)}. Nên,

〈ĥk, z + ǫĥk − yk〉 ≤ 0.

Suy ra,

〈ĥk, yk − z〉 ≥ ǫ.

Bổ đề được chứng minh.

✷

Trước khi bắt đầu chứng minh kết quả hội tụ của thuật toán, chúng tôi nhắc

lại đạo hàm theo hướng của một hàm Lipschitz địa phương ϕ : Rn → R

tại x theo hướng d được định nghĩa là

ϕ0(x, d) := lim sup
y→x,tց0

ϕ(y + td)− ϕ(y)

t
.

Dưới vi phân theo nghĩa Clarke của f tại x được định nghĩa là

∂0ϕ(x) := {ξ ∈ R
n : ϕ0(x, d) ≥ 〈ξ, d〉 ∀d ∈ R

n}.

Chú ý rằng, vì p(x) := max{pi(x) : i ∈ I(x)}, và pi khả vi, Lipschitz địa

phương, nên theo Mệnh đề 2.3.12 [16], ta có ∂0p(x) = co{∇pi(x) : i ∈
I(x)}, trong đó co là kí hiệu cho bao lồi. Như thường lệ, điểm x∗ ∈ C là

điểm dừng của bài toán minx∈C ϕ(x) (hoặc x∗ là một điểm dừng của ϕ

trên C), nếu 0 ∈ ∂0ϕ(x∗) +NC(x
∗), đặc biệt, 0 ∈ ∂0ϕ(x∗).
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Kí hiệu S là tập nghiệm của bài toán (NSEP ), khi đó ta có Định lý

hội tụ sau đây.

Định lý 3.1. Dưới các giả thiết (B1) - (B4) và giả sử thêm rằng f là tiền

đơn điệu đối với tập nghiệm của bài toán (EP ), dãy {gk} bị chặn. Khi

đó, dãy {xk} hội tụ tới một nghiệm của bài toán (NSEP ) hoặc tới một

nghiệm của bài toán cân bằng (EP ) mà cũng là điểm dừng của bài toán

min{p(x) : x ∈ K}. Rõ ràng hơn, đặt

J =
{
k| ĥk 6= 0

}
, (3.10)

thì

(i) Nếu
∑

k∈J αk = +∞ thì dãy {xk} hội tụ tới một nghiệm của bài toán

(NSEP).

(ii) Nếu
∑

k∈J αk < +∞ thì dãy {xk} hội tụ tới một nghiệm x∗ của bài

toán cân bằng (EP), mà cũng là điểm dừng của bài toán min{p(x) :
x ∈ K}.

Nhận xét 3.2. Các điều kiện để dãy {gk} bị chặn được xét trong [43].

Chú ý rằng trong trường hợp bất đẳng thức biến phân trong đó f(x, y) :=

〈φ(x), y−x〉, dãy {gk} bị chặn khi φ là hàm liên tục. Điều kiện
∑

k∈J αk =

+∞ thỏa mãn nếu tồn tại một số nguyên k0 sao cho ĥk 6= 0 với k ≥ k0.

Chứng minh Định lý. Chúng tôi chia chứng minh thành các bước như

sau.

Bước 1. Trước hết chúng tôi chứng minh trong trường hợp bất kì, dãy

{‖xk − z‖2} hội tụ với mọi z ∈ S, suy ra {xk} và {yk} đều bị chặn.

Thật vậy, vì f giả đơn điệu trên K đối với tập nghiệm của bài toán

(EP ), nên ta có

f(yk, z) ≤ 0 ∀z ∈ Sol(EP ).
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Mặt khác, vì z là cực tiểu của p, nên p(yk) ≥ p(z). Suy ra, từ định nghĩa

của p và pi, ta có

〈∇pi(yk), z − yk〉 ≤ 0 ∀k.

Vì hk ∈ co {∇pi(yk), i ∈ I(yk)} và ĥk = 0 hoặc ĥk = hk

‖hk‖, ta có

〈ĥk, z − yk〉 ≤ 0 ∀k.

Khi đó, theo Bổ đề 3.4 (i), ta thu được

‖xk+1 − z‖2 ≤ ‖xk − z||2 + Ak ∀z ∈ S, (3.11)

trong đó Ak = 2(αkǫk + β2
k) + α2

k. Vì αk =
βk

γk
với γk = max{δk, ‖gk‖},

+∞∑

k=1

αkǫk =
+∞∑

k=1

βk
γk
ǫk ≤

+∞∑

k=1

βk
δk
ǫk < +∞.

Vì δk > δ > 0,
+∞∑

k=1

α2
k =

+∞∑

k=1

β2
k

γ2k
≤

+∞∑

k=1

β2
k

δ2k
<

+∞∑

k=1

β2
k

δ2
,

kết hợp với
∑+∞

k=1 β
2
k < +∞ suy ra

+∞∑

k=1

Ak =
+∞∑

k=1

[
2(αkǫk + β2

k) + α2
k

]
< +∞.

Sử dụng Bổ đề 1.2 suy ra {‖xk − z‖2} hội tụ với mọi z ∈ S. Suy ra, {xk}
bị chặn. Khi đó, vì yk = PK(xk −αkgk) nên theo Bổ đề 3.2 dãy {yk} cũng

bị chặn.

Bây giờ, ta xét hai trường hợp.

(i) Trường hợp 1.
∑

k∈J αk = +∞.

Bước 2(i): Chúng ta chứng minh rằng, với z ∈ S,

lim inf
k∈J
k→∞

[
〈ĥk, yk − z〉 − f(xk, z)

]
= 0.

Thật vậy, theo Bổ đề 3.4(i), với mỗi k, ta có

2αk

[
〈ĥk, yk − z〉 − f(xk, z)

]
≤ ‖xk−z‖2−‖xk+1−z‖2+Ak. (3.12)
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Tổng lại ta thu được
∞∑

k=1

2αk

[
〈ĥk, yk − z〉 − f(xk, z)

]
< +∞. (3.13)

Vì z là một nghiệm của bài toán (NSEP), do tính giả đơn điệu của

song hàm f , ta có f(xk, z) ≤ 0 và 〈ĥk, yk − z〉 ≥ 0. Suy ra,

∑

k∈J
αk

[
〈ĥk, yk − z〉 − f(xk, z)

]
< +∞. (3.14)

Nhưng từ
∑

k∈J αk = +∞, ta có

lim inf
k∈J
k→∞

[
〈ĥk, yk − z〉 − f(xk, z)

]
= 0.

Bước 3(i): Chúng ta chứng minh rằng nếu z ∈ S và
{
xkj

}
là một

dãy con của dãy {xk} sao cho

ĥkj 6= 0 ∀j,

lim inf
k∈J
k→∞

[
〈ĥk, yk − z〉 − f(xk, z)

]
= lim

j→∞

[
〈ĥkj , ykj − z〉 − f(xkj , z)

]
,

(3.15)

và x∗ là một điểm tụ của
{
xkj

}
, thì x∗ thuộc S.

Kết hợp (3.15) với f(xkj , z) ≤ 0 và 〈ĥkj , ykj − z〉 ≥ 0, ta thu được

lim
j→∞

〈ĥkj , ykj − z〉 = lim
j→∞

f(xkj, z) = 0. (3.16)

Không mất tính tổng quát, giả sử rằng xkj hội tụ tới x∗ vì j → ∞. Vì

f(., z) là nửa liên tục trên, nên

f(x∗, z) ≥ lim
j→∞

f(xkj , z) = 0.

Do giả thiết (B4), song hàm f là giả đơn điệu trên K đối với tập S,

nên ta có f(x∗, z) ≤ 0 nếu z ∈ S. Vì vậy, f(x∗, z) = 0. Hơn nữa, lại do

tính giả đơn điệu của f , f(z, x∗) ≤ 0. Suy ra, f(z, x∗) = f(x∗, z) = 0.
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Khi đó sử dụng tính tiền đơn điệu của f , ta có x∗ là một nghiệm của

(EP ).

Bây giờ, ta chứng minh p(x∗) = 0. Thật vậy, giả sử ngược lại, tồn tại

α > 0 sao cho

p(x∗) > α.

Vì limj→∞ xkj = x∗ và limk→∞ ‖xk − yk‖ ≤ limk→∞ βk = 0, ta có

limj→∞ ykj = x∗. Vì vậy,

lim
j→∞

p(ykj) = p(x∗) > α > 0,

do đó tồn tại j0 ∈ N sao cho

p(ykj) >
α

2
∀j ≥ j0.

Chú ý rằng 0 = p(z) < α
2

với mỗi z ∈ S. Vì p liên tục, nên tồn tại

ǫ > 0 sao cho

p(y) <
α

2
∀y ∈ B(z, ǫ).

Khi đó p(y) < p(ykj) với mọi j ≥ j0 và y ∈ B(z, ǫ). Vì ĥkj 6= 0 với

mọi j, áp dụng Bổ đề 3.4(ii), ta thu được

〈ĥkj , ykj − z〉 ≥ ǫ ∀j ≥ j0,

điều này mâu thuẫn với (3.16). Vậy p(x∗) = 0, tức là x∗ ∈ S.

Step 4(i): Bây giờ, ta chứng minh {xk} hội tụ tới một nghiệm của

(NSEP).

Trong bước 1(i), ta thấy dãy {‖xk − z‖} hội tụ với mọi z ∈ S. Kết

hợp điều này với Bước 3(i) ta có

lim
k→∞

‖xk − x∗‖ = lim
j→∞

‖xkj − x∗‖ = 0.

(ii) Trường hợp 2.
∑

k∈J αk < +∞
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Bước 2(ii): Chúng ta chứng minh rằng, với mọi z ∈ S,

lim inf
k→∞

[
〈ĥk, yk − z〉 − f(xk, z)

]
= 0.

Thật vậy, theo Bổ đề 3.4, với mỗi k, ta có

2αk

[
〈ĥk, yk − z〉 − f(xk, z)

]
≤ ‖xk−z‖2−‖xk+1−z‖2+Ak. (3.17)

Lấy tổng hai vế, ta thu được
∞∑

k=1

2αk

[
〈ĥk, yk − z〉 − f(xk, z)

]
< +∞. (3.18)

Mặt khác, sử dụng giả thiết (B2) và {xk} là dãy bị chặn, nên ta có

{‖gk‖} bị chặn. Khi đó, tồn tại L > δ sao cho ‖gk‖ ≤ L với mỗi k. Vì

vậy,
γk
δk

= max{1, ‖gk‖
δk

} ≤ L

δ
.

Suy ra,

αk =
βk
γk

≥ δ

L

βk
δk
.

Vì z là một nghiệm của bài toán (NSEP), nên do tính giả đơn điệu

của f , ta có f(xk, z) ≤ 0 và 〈ĥk, yk − z〉 ≥ 0. Suy ra, từ (3.18 ta có
∞∑

k=1

βk
δk

[
〈ĥk, yk − z〉 − f(xk, z)

]
< +∞. (3.19)

Nhưng do
∑∞

k=1
βk

δk
= +∞, nên

lim inf
k→∞

[
〈ĥk, yk − z〉 − f(xk, z)

]
= 0.

Bước 3(ii): Chúng ta chứng minh rằng, nếu z ∈ S và
{
xkj

}
là một

dãy con của dãy {xk} sao cho

lim inf
k→∞

[
〈ĥk, yk − z〉 − f(xk, z)

]
= lim

j→∞

[
〈ĥkj , ykj − z〉 − f(xkj , z)

]
,

và x∗ là một điểm tụ của dãy
{
xkj

}
, thì x∗ thuộc Sol(EP ).
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Thật vậy, không mất tính tổng quát, giả sử rằng xkj hội tụ tới x∗ khi

j → ∞. Ta có

lim
j→∞

[
〈ĥkj , ykj − z〉 − f(xkj , z)

]
= 0.

Kết hợp với f(xkj , z) ≤ 0 và 〈ĥkj , ykj − z〉 ≥ 0, suy ra

lim
j→∞

〈ĥkj , ykj − z〉 = lim
j→∞

f(xkj, z) = 0. (3.20)

Bằng cách làm giống Bước 3(i), ta có thể chỉ ra rằng x∗ là một nghiệm

của (EP ).

Bây giờ, nếu tồn tại một dãy con của dãy {kj} sao cho ĥkj 6= 0, thì

tương tự phát biểu trong Bước 3(i), ta có thể kết luận x∗ thuộc S. Giả

sử ngược lại, tồn tại j1 sao cho với mọi j ≥ j1,

ĥkj = 0,

suy ra ∇pi(ykj) = 0 với mọi i ∈ I(ykj). Chú ý rằng
{
ykj

}
cũng hội tụ

tới x∗.

Bước 4(ii): Chúng ta chứng minh dãy {‖xk − x∗‖} hội tụ, và suy ra

toàn bộ dãy {xk} hội tụ tới x∗.

Vì x∗ ∈ K, theo Bổ đề 3.4(i), ta có

‖xk+1 − x∗‖2 ≤ ‖xk − x∗‖2 + 2αkf(xk, x
∗)− 2αk〈ĥk, yk − x∗〉+ Ak.

Trong Bước 3(ii), chúng ta đã chứng minh rằng x∗ thuộc Sol(EP ), và

do tính giả đơn điệu của song hàm f , nên

f(xk, x
∗) ≥ 0 ∀k.

Vì vậy,

‖xk+1 − x∗‖2 ≤ ‖xk − x∗‖2 − 2αk〈ĥk, yk − x∗〉+Ak. (3.21)

Nếu k 6∈ J , thì ĥk = 0 và vì vậy,

‖xk+1 − x∗‖2 ≤ ‖xk − x∗‖2 + Ak. (3.22)
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Nếu k ∈ J , thì ĥk 6= 0 và ‖ĥk‖ = 1, suy ra

〈ĥk, yk − x∗〉 ≥ −‖yk − x∗‖.

Chú ý rằng {yk} bị chặn, nên tồn tại M > 0 đủ lớn sao cho

‖yk − x∗‖ < M ∀k.

Khi đó,

〈ĥk, yk − x∗〉 ≥ −M.

Suy ra, từ (3.21) ta có

‖xk+1 − x∗‖2 ≤ ‖xk − x∗‖2 + 2Mαk + Ak ∀k ∈ J. (3.23)

Từ (3.22) and (3.23), ta thu được

‖xk+1 − x∗‖2 ≤ ‖xk − x∗‖2 +Bk,

trong đó

Bk =




Ak + 2Mαk if k ∈ J,

Ak nếu ngược lại.

Vì
∑∞

k=1Ak < +∞ và
∑

k∈J αk < +∞, nên ta có

∞∑

k=1

Bk =
∞∑

k=1

Ak +
∑

k∈J
2Mαk < +∞.

Nhờ Bổ đề 1.2, ta có {‖xk−x∗‖2} hội tụ, và suy ra {xk} hội tụ đến x∗,

vì, theo Bước 3(ii), có một dãy con hội tụ tới x∗. Một cách chính xác,

nếu tồn tại N0 sao cho ĥk 6= 0 với mỗi k ≥ N0, khi đó bởi khẳng định

như trong trường hợp 1, ta có thể chỉ ra rằng x∗ là một nghiệm của

bài toán (NSEP). Nếu ĥk = 0 là hữu hạn với nhiều k vô hạn, thì tồn

tại một dãy vô hạn {ykj} sao cho ∇pi(ykj) = 0 với mỗi j và i ∈ I(ykj).

Đặt

I0 := {i| i ∈ I(ykj), ∇pi(ykj) = 0 với nhiều số j vô hạn}.
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Vì ∇pi(ykj) = 0 với nhiều số j vô hạn, và I(ykj) ⊆ {1, ..., m}, ta có

I0 6= ∅. Cho j → ∞ ta thu được ∇pi(x∗) = 0 với mỗi i ∈ I0. Mặt

khác, với i ∈ I0,

pi(x
∗) = lim

i→∞
pi(ykj) = lim

i→∞
p(ykj) = p(x∗),

điều này suy ra I0 ⊆ I(x∗). Vì vậy, 0 ∈ co({∇pi(x∗) = 0 i ∈ I0}) ⊆
co({∇pi(x∗) = 0 i ∈ I(x∗)}) tức là x∗ là một điểm dừng của p trên

C. Vì cả hai dãy {xk}, {yk} hội tụ đến x∗, nên ta có điều phải chứng

minh.

✷

3.3 Ví dụ minh họa

Trong phần này, chúng tôi thử nghiệm thuật toán của chúng tôi, kí hiệu

là NSEP và so sánh nó với thuật toán MACEP được đưa ra trong [44] giải

bài toán cân bằng có ràng buộc trong 3 ví dụ. Ví dụ đầu tiên là mô hình

cân bằng Nash có ràng buộc. Ví dụ thứ hai là ví dụ được đưa ra trong [44]

cho mô hình Nash–Cournot. Trong ví dụ cuối cùng, chúng tôi xét một bài

toán NSEP mà mỗi hàm Fi(xi) = log(aixi + bi). Các thuật toán được lập

trình bằng MATLAB 7.8 trên máy tính 8Gb RAM core i7.

Ví dụ 3.1. (Ứng dụng cho mô hình cân bằng Nash có ràng buộc)

Giả sử có i = 1, ..., n người tham gia một trò chơi. Mỗi người chơi có

một hoạt động riêng, kí hiệu là xi ∈ R. Tất cả người chơi có một tập hoạt

động chung x ∈ R
n. Mỗi người chơi thứ i sử dụng một hàm chi phí fi

mà phụ thuộc vào các hoạt động của những người chơi khác. Khi đó hàm

Nikaido-Isoda của trò chơi được định nghĩa là

f(x, y) :=
n∑

i=1

(
fi(x)− fi(x[yi])

)
, (3.24)
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trong đó vectơ x[yi] là vectơ nhận được bằng cách từ vectơ x thay thành

phần xi bởi yi. Kí hiệu Ki ⊂ R là tập chiến lược của người chơi thứ i. Khi

đó tập chiến lược của trò chơi là K := K1 × ...×Kn. Chúng tôi nhắc lại

rằng, một điểm x∗ ∈ K được gọi là điểm cân bằng Nash của trò chơi nếu

fi(x
∗) = max

yi∈Ki

fi(x
∗[yi]) ∀yi ∈ Ki, ∀i.

Điểm x∗ là điểm cân bằng nếu và chỉ nếu f(x∗, y) ≥ 0 ∀y ∈ K. Trong một

vài mô hình thực tế, một điểm cân bằng có thể phải thỏa mãn thêm ràng

buộc F (x) ∈ Q, trong đó F là một ánh xạ từ R
n vào Q với Q là một tập

con lồi trong không gian R
m. Khi đó bài toán này có dạng của bài toán

(NSEP).

Chúng tôi xét một mô hình sản xuất điện, trong đó giả sử một công ty

có n chi nhánh, mỗi chi nhánh sản xuất một loại điện, chẳng hạn, điện hạt

nhân, điện mặt trời, điện gió, thủy điện và nhiệt điện.

Giả sử giá sản xuất tại mỗi chi nhánh i là một hàm affin được cho bởi

pi(x1, ..., xn) := α −∑n
k=1 τikxk với mỗi i, trong đó α > 0, τik > 0. Hàm

giá này xuất phát từ mô hình hàng hóa khác nhau của [25], trong đó người

dùng thích dùng điện của chi nhánh này hơn chi nhánh khác, chẳng hạn,

nhiều người thích dùng điện mặt trời và điện gió hơn nhiệt điện hoặc điện

hạt nhân. Khi tik = τ với mỗi i và k thì hàm giá trở thành một hàm thông

dụng. Lợi nhuận của chi nhánh thứ i được cho bởi

fi(x) := pi(x1, ..., xn)xi − ci(xi), (3.25)

trong đó ci(xi) là chi phí (bao gồm phí ô nhiễm môi trường) cho việc sản

xuất xi bởi chi nhánh thứ i. Nói chung ci là một hàm lồi tăng. Tính lồi

này có nghĩa là chi phí sản xuất cho việc sản xuất một đơn vị điện tăng

khi số lượng sản xuất tăng lên.

Công ty tìm kiến lợi nhuận bằng cách chọn một mức sản xuất tương

ứng tại mỗi chi nhánh dưới việc giả thiết tại mỗi chi nhánh khác nhau
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một tham số đầu vào. Đặt Ki là tập chiến lược của chi nhánh thứ i, tức

là mức sản xuất xi phải được chọn trong Ki. Một cách tiếp cận chung cho

mô hình này là dựa trên khái niệm cân bằng Nash bằng cách sử dụng hàm

Nikaido-Isoda được định nghĩa trong (3.24). Hàm này đã được sử dụng

trong mô hình sản xuất điện và một số mô hình khác [18, 27].

Trong thực tế, mức sản xuất tại mỗi chi nhánh phải thỏa mãn một tỷ

lệ, chẳng hạn, tỷ lện của thủy điện x1 và tổng sản lượng điện
∑

j 6=1 xj của

tất cả các chi nhánh khác bị hạn chế bởi một số phần trăm cho trước, mà

có thể hiểu là l1 ≤ x1∑
j 6=1

xj
≤ u1, trong đó l1 và u1 là các hằng số cho trước.

Trong trường hợp này, bài toán tìm điểm cân bằng thỏa mãn thêm điều

kiện ràng buộc dẫn đến bài toán chấp nhận tách phi tuyến (NSEP). Các

mô hình có ràng buộc có thể xem trong một số bài báo, chẳng hạn [3, 32].

Chúng tôi thử nghiệm thuật toán 3.1 với hàm chi phí cho bởi

cj(xj) :=
1

2
rjx

2
j + qjxj, rj > 0

và các hàm giá là

pi(
n∑

j=1

xj) := 30−
n∑

j=1

τijxj,

trong đó rj, qj và mỗi τij được lấy ngẫu nhiên trong khoảng [0, 20], [0, 3]

và trong khoảng [0, 1/n] tương ứng. Với các hàm chi phí và hàm giá này,

bằng cách sử dụng Mệnh đề 3.2 trong [26], song hàm hàm f xác định bởi

(3.24) với hàm f cho bởi (3.25) là tiền đơn điệu.

Chúng tôi lấy tập chiến lược Ki := [0, 6] với mỗi i và yêu cầu tỷ số mỗi

loại điện với tổng tất cả lượng điện nhỏ hơn bằng năm mươi phần trăm,

tức là biểu diễn bởi ràng buộc 0 ≤ Fi(x) ≤ 0.5 với mỗi i = 1, ..., m.

Chọn dãy các tham số là

ǫk = 0, δk = 3, ∀k.

và chúng tôi tính mô hình với m = 5 và các giá trị khác nhau của n từ 10
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đến 50 và

Fi(x) =

∑
k∈Ii xk
n∑

j=1
xj

, i = 1, . . . , m,

trong đó Ii là tập các chi nhánh mà sản xuất loại điện i.

Kết quả tính toán được chỉ ra trong bàng 3.1 với các cỡ khác nhau,

một trăm bài toán được tính ở mỗi cỡ. Thuật toán dừng ở bước lặp k nếu

‖xk−yk‖ ≤ 10−4 và p(xk) ≤ 10−4 hoặc số bước lặp không vượt quá 20000.

Bảng 3.1: Thuật toán 3.1 with βk =
7

2(k + 1)

n m Iter CPU-times(s)

10 5 248.11 7.2859

20 5 674.82 24.9143

30 5 1224.2 40.4671

40 5 1670 58.5344

50 5 2259.7 84.3867

Hình 3.1 chỉ ra rằng các sai số p(xk) và ‖xk − yk‖ đều dần đến 0 khi số

bước lặp k tiến ra +∞. Chúng ta có thể nhìn thấy trong ví dụ này, cả hai

sai số đều giảm nhanh khi số bước lặp k đủ lớn. Tuy nhiên, trong một vài

trường hợp, giá trị hàm p(xk) có thể không đơn điệu tăng. Ngoài ra, đối

với tất cả các bài toán chúng tôi thử nghiệm, giá trị của hàm p tại bước

lặp dừng là rất nhỏ. Chúng tôi cũng thử nghiệm thuật toán với các giá trị

khác nhau của βk: 7
2(k+1),

10
(k+1),

20
(k+1)

50
k+1 ,

100
k+1. Chúng tôi thấy rằng, việc

chọn tham số βk đóng vai trò quan trọng trong thuật toán, nhìn chung,

‖xk − yk‖ tiến đến 0 rất chậm khi tham số này là quá nhỏ hoặc quá lớn,

xem hình 3.2.

Gần đây, các tác giả trong [44] xét bài toán cân bằng

Find x ∈ C ∩D : f(x, y) ≥ 0 ∀y ∈ C, EP (f, C,D)

trong đó C,D là các tập con lồi trong R
n và f là một song hàm hữu hạn

xác định trên một tập mở chứa C và D.
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Để so sánh với thuật toán của chúng tôi, kí hiệu là NSEP, với thuật

toán , kí hiệu là MACEP trong [44] ở ví dụ trên, chúng tôi viết bài toán

(NSEP) về dạng bài toán cân bằng EP(C,D, f) bằng cách lấy C :≡ K,

D := {x : F (x) ∈ Q} và áp dụng thuật toán MACEP trong [44] để giải

mô hình này. Chúng tôi thử với tiêu chuẩn dừng giống nhau max{‖xk −
yk‖, p(xk)} ≤ 10−4, và thấy rằng thuật toán MACEP mất nhiều thời gian

hơn, thậm chí với số chiều nhỏ n = 10, k = 5.

Bảng 3.2 bên dưới là kết quả tính toán trung bình 150 bước lặp đầu

tiên cho cả hai thuật toán.

Bảng 3.2: MACEP vs NSEP (n=10,k=5)

Iter. Cpu(s) Err.

MACEP 150 2.3349 0.0116

NSEP 150 4.2481 0.0012

Từ bảng tính toán, ta thấy, đối với ví dụ này, thời gian tính toán thuật

toán MACEP ít hơn thời gian của thuật toán NSEP trong 150 bước lặp

đầu tiên, nhưng sai số thu được bởi thuật toán NSEP tiến đến 0 nhanh

hơn thuật toán MACEP.

Đồ thị về sai số của hai thuật toán được mô tả trong hình 3.3:

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8
NSEP vs MACEP

Iteration

E
rr

or

 

 
MACEP
NSEP

Hình 3.3: So sánh
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Hình 3.3 cho thấy các sai số của thuật toán MACEP trong 30 bước lặp

đầu tiên giảm rất nhanh, nhưng từ bước lặp 30 trở đi, thuật toán NSEP

hội tụ đến 0 nhanh hơn.

Ví dụ 3.2. ([44]) Chúng tôi thử nghiệm thuật toán 3.1 trên ví dụ 4.3 trong

[44], trong đó song hàm được cho bởi

f(x, y) = 〈Ax+ χ5(y + x) + µ− α, y − x〉,

với

A =




0 χ χ . . . χ

χ 0 χ . . . χ

χ χ 0 . . . χ

. . . . . . .

χ χ . . . . 0




10×10

, χ = 3, α = (2, 2, . . . , 2)T , µ = (3, 4, 5, 6, 7)T.

Như trong ví dụ 4.3([44]),

C = D =





x ∈ R
5,

x1 + x2 + x3 + 2x4 + x5 ≤ 10,

2x1 + x2 − x3 + x4 + 3x5 ≤ 15,

x1 + x2 + x3 + x4 + 0.5x5 ≥ 4.

Bằng cách đặt

Q = (−∞; 10]× (−∞; 15]× (4,+∞]

và F (x) =Mx trong đó

M =




1 1 1 2 1

2 1 −1 1 3

1 1 1 1 0.5


 ,

ta thấy D = {x| F (x) ∈ Q}.
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Chúng tôi chọn x0 = (1; 2; 1; 1; 1) và λk = k/(k+1), ρk = 1, βk = 40/k,

x0 = (1; 2; 1; 1; 1). Kết quả tính toán được cho bởi bảng 3.3:

Bảng 3.3: Ví dụ 2

Iter. Cpu(s) Err. xk
1 xk

2 xk
3 xk

4 xk
5

MACEP 46 1,4078 8, 8654.10−5 0,9466 0,9449 0,9425 0,9404 0,4510

NSEP 21 0,1551 4, 8698.10−6 0,9467 0,9447 0,9426 0,9405 0,4509

Ví dụ 3.3. Chúng tôi xét bài toán (NSEP) trong đó

K = [0, 6]× [0, 6]× . . .× [0, 6]︸ ︷︷ ︸
10

,

F (x) = (F1(x1), . . . , F5(x5))

với Fi(xi) = log(aixi + bi), a = (1, 2, 3, 4, 5), bi = 14 với mọi i = 1, . . . , 5,

và

Q = [0, 3]× [0, 3]× . . .× [0, 3]︸ ︷︷ ︸
5

.

Song hàm f được xác định bởi

f(x, y) = 〈Px + q, y − x〉,

trong đó q = (−28,−29,−27,−29,−29,−29,−28,−29,−28,−29),

P =




23 10 3 7 6 4 7 10 2 2

1 23 8 2 9 10 1 9 9 5

4 3 14 1 10 9 5 4 5 3

1 6 7 21 6 9 7 5 3 8

2 10 4 4 20 4 10 3 9 3

8 8 2 10 6 15 9 8 8 9

8 9 5 10 1 9 14 9 9 9

9 5 4 3 5 10 8 24 3 4

6 5 8 9 7 7 5 6 20 5

1 6 8 9 6 3 10 6 7 20




.
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Khi đó song hàm f thỏa mãn các giả thiết đảm bảo sự hội tụ của cả hai

thuật toán. Lấy ρk = 3, βk = 7/2(k + 1), x0 = (3; 3; 3; 3; 3; 0; 0; 0; 0; 0) và

thử thuật toán MACEP và thuật toán của chúng tôi. Kết quả tính toán

được mô tả trong Bảng 3.4 và 3.5.

Bảng 3.4: Ví dụ 3.3

Iter. Cpu(s) Err.

MACEP 4415 70.4365 10−4

NSEP 737 15.4585 10−4

Bảng 3.5: Ví dụ 3.3(tiếp)

Nghiệm xấp xỉ

MACEP (0.3402, 0.2121, 0.9073, 0.4221, 0.6421, 0.3109, 0.2946, 0.3426, 0.1756, 0.1518)

NSEP (0.3466, 0.2203, 0.8904, 0.4399, 0.6305, 0.2709, 0.2648, 0.3585, 0.2040, 0.1703)

3.4 Kết luận

Trong chương này, chúng tôi thu được một thuật toán mới giải bài toán

chấp nhận tách phi tuyến: ứng dụng cho mô hình cân bằng Nash có ràng

buộc. Tính hữu hiệu và ưu việt của thuật toán được đưa ra thông qua 3

ví dụ số minh họa.
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Chương 4

Nghiên cứu tính chất định tính của

mạng nơ ron

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu một số tính chất định tính của

mạng nơ ron. Lý do chúng tôi nghiên cứu vấn đề này là do nhiều nhà khoa

học đề xuất dùng mạng nơ ron để giải một lớp các bài toán bất đẳng thức

biến phân phi tuyến mà đây là một trường hợp riêng của bài toán cân

bằng. Cụ thể, chúng tôi nghiên cứu bài toán đảm bảo chi phí điều khiển

trong thời gian hữu hạn của mạng nơ ron phân thứ và nghiên cứu tính

thụ động trong thời gian hữu hạn của mạng nơ ron phân thứ không chắc

chắn.

4.1 Bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời

gian hữu hạn của mạng nơ ron phân thứ

Trước hết, chúng tôi nhắc lại một số định nghĩa.

Định nghĩa 4.1. ([29]) Cho α > 0 và [a, b] ∈ R, tích phân phân thứ

Riemann-Liouville cấp α của hàm f : [a, b] → R được cho bởi

Iαt f(t) =
1

Γ(α)

t∫

0

(t− s)α−1f(s)ds,

trong đó Γ(.) là hàm Gamma xác định bởi Γ(s) =
∞∫
0

e−tts−1, s > 0.
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Định nghĩa 4.2. ([29]) Cho α > 0 và [a, b] ∈ R, đạo hàm phân thứ Caputo

cấp α của hàm f : [a, b] → R được định nghĩa là

Dα
t f(t) =

1

Γ(n− α)

t∫

0

f (n)(s)

(t− s)α+1−n
ds,

trong đó, t ≥ 0, n− 1 < α ≤ n, n là một số nguyên dương. Đặc biệt, khi

0 < α < 1, ta có

Dα
t f(t) =

1

Γ(n− α)

t∫

0

f(s)

(t− s)α
ds, t ≥ 0.

Bổ đề 4.1. ([29]) Cho x(t) ∈ Cn([0,+∞],R) và n − 1 < α < n, (n ≥
1, n ∈ Z

+). Khi đó

Iαt (D
α
t x(t)) = x(t)−

n−1∑

k=0

tk

k!
x(k)(0).

Đặc biệt, khi 0 < α < 1 ta có

Iαt (D
α
t x(t)) = x(t)− x(0).

Xét mạng nơ ron phân thứ Caputo




Dα
t x(t) = −[A+△A(t)]x(t) + [D +△D(t)]f(x(t))

+[W +△W (t)]w(t) + [B +△B(t)]u(t), t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ R
n,

(4.1)

trong đó α ∈ (0, 1), x(t) ∈ R
n là vec tơ trạng thái của mạng nơ ron,

u(t) ∈ R
m là vectơ điều khiển đầu vào, w(t) ∈ R

p là vectơ nhiễu, A =

diag{a1, a2, . . . , an} ∈ R
n×n là ma trận đường chéo chính, xác định dương;

D,W,B là các ma trận hằng số đã biết với số chiều thích hợp; △A(t) =
GaFa(t)Ha, △D(t) = GdFd(t)Hd, △W (t) = GwFw(t)Hw, △B(t) =

GbFb(t)Hb, trong đó Ga, Gd, Gw, Gb, Ha, Hd, Hw, Hb là các ma trận thực,

hằng số, đã biết với số chiều thích hợp;
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Fa(t), Fd(t), Fw(t) và Fb(t) là các ma trận không biết nhưng thỏa mãn

F T
a (t)Fa(t) ≤ I, F T

d (t)Fd(t) ≤ I, F T
w (t)Fw(t) ≤ I, F T

b (t)Fb(t) ≤ I, ∀t ≥ 0;

f(x(t)) = [f1(x1(t)), . . . , fn(xn(t))]
T ∈ R

n là các hàm kích hoạt của các

nơ ron; x0 là điều kiện ban đầu.

Để nghiên cứu tính ổn định của mạng nơ ron phân thứ (4.1), ta cần các

giả thiết sau:

H1. Các hàm kích hoạt fi(.) (i=1,. . . ,n) liên tục, thỏa mãn điều kiện

Lipschitz với hằng số Lipschitz li > 0, fi(0) = 0 (i = 1, . . . , n), tức là

‖fi(ξ1)− fi(ξ2)‖ ≤ li‖ξ1 − ξ2‖,

với mọi ξ1, ξ2 ∈ R. Điều kiện trên tương đương với tồn tại một ma trận

đường chéo chính, xác định dương L = diag{l1, . . . , ln} thỏa mãn

‖f(y)− f(x)‖ ≤ ‖L(y − x)‖,

với mọi x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ R
m.

H2. Nhiễu w(t) ∈ R
p thỏa mãn điều kiện:

∃d > 0 : wT (t)w(t) ≤ d, ∀t ∈ [0, Tf ]. (4.2)

Cho trước một số dương Tf . Hàm chi phí bậc hai liên kết với mạng nơ ron

phân thứ (4.1) có dạng

J(u) =
1

Γ(α)

Tf∫

0

(Tf − s)α−1(xT (s)Q1x(s) + uT (s)Q2u(s))ds, (4.3)

trong đó Q1 ∈ R
n×n, Q2 ∈ R

m×m là các ma trận đối xứng xác định dương

cho trước.

Xét hệ phương trình




Dα
t x(t) = −[A+△A(t)]x(t) + [D +△D(t)]f(x(t))

+[W +△W (t)]w(t), t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ R
n,

(4.4)
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Định nghĩa 4.3. ([29]) Cho trước các số dương c1, c2, Tf và một ma trận

đối xứng xác định dương R. Hệ (4.4) được gọi là ổn định trong thời gian

hữu hạn tương ứng với bộ (c1, c2, Tf , R, d) nếu và chỉ nếu

xT0Rx0 ≤ c1 → xT (t)Rx(t) ≤ c2, t ∈ [0, Tf ],

với mọi nhiễu w(t) ∈ R
p thỏa mãn (4.2).

Định nghĩa 4.4. Nếu tồn tại một điều khiển ngược u∗(t) = Kx(t) và một

số dương J∗ sao cho hệ phương trình vi phân



Dα
t x(t) = [−A+ BK −△A(t) +△B(t)K]x(t)

+[D +△D(t)]f(x(t))

+[W +△W (t)]w(t), t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ R
n,

(4.5)

ổn định trong thời gian hữu hạn tương ứng với bộ (c1, c2, Tf , R, d) và

hàm chi phí (4.3) thỏa mãn J(u) ≤ J∗ thì giá trị J∗ gọi là giá trị đảm bảo

chi phí điều khiển, u∗(t) gọi là luật điều khiển đảm bảo chi phí điều khiển.

Tiếp theo, chúng tôi nhắc lại một bổ đề bổ trợ cần thiết cho chứng minh

kết quả chính.

Bổ đề 4.2. ([29]) Giả sử x(t) ∈ R
m là một hàm liên tục và có đạo hàm.

Khi đó, với mỗi t ≥ t0, bất đẳng thức sau đúng

1

2
Dα

t (x
T (t)Px(t)) ≤ xT (t)PDα

t x(t),

∀α ∈ (0, 1), ∀t ≥ t0 ≥ 0,

trong đó P ∈ R
n×n là ma trận đối xứng xác định dương.

Bổ đề 4.3. ([9]) Cho trước các hằng số X, Y, Z với số chiều hữu hạn thỏa

mãn Y = Y T > 0, X = XT , khi đó X + ZTY −1Z < 0 nếu và chỉ nếu

X ZT

Z −Y


 < 0.
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Bổ đề 4.3 còn được gọi là Bổ đề Schur.

Định lý sau đưa ra một điều kiện đủ mới cho hệ phương trình vi phân

phân thứ nơ ron (4.5).

Định lý 4.1. Giả sử các điều kiện H1 và H2 thỏa mãn. Cho trước các

số dương c1, c2, Tf và ma trận đối xứng xác định dương R. Nếu tồn tại ma

trận đối xứng xác định dương P và ma trận Y , các số dương ǫ1, ǫ2 thỏa

mãn điều kiện sau



M11 PHT
a Y THT

b PLT PQ1 Y TQ2 D

∗ −ǫ1I 0 0 0 0 0

∗ ∗ −ǫ2I 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −I 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −Q1 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Q2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ M77




< 0, (4.6a)

λ2c1 +
d(1 + λ3)

Γ(α+ 1)
T α
f < λ1c2, (4.6b)

trong đó

M11 = −AP − PAT + BY + Y TBT + ǫ1GaG
T
a

+ ǫ2GbG
T
b +GdG

T
d +WW T +GwG

T
w,

M77 = −I +HT
d Hd,

P = R− 1

2P−1R− 1

2 , λ1 = λmin(P ), λ2 = λmax(P ),

λ3 = λmax(H
T
wHw), L = diag{l1, . . . , ln}.

Khi đó, hệ (4.5) ổn định trong thời gian hữu hạn tương ứng với bộ (c1, c2, Tf , R, d).

Hơn nữa,

u(t) = Y P−1x(t), ∀t ≥ 0,

là luật điểu khiển đảm bảo chi phí điều khiển cho hệ (4.1) với giá trị đảm
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bảo chi phí điều khiển là

J∗ =
d(1 + λ3)

Γ(α + 1)
T α
f + λ2c1.

Chứng minh. Xét hàm toàn phương không âm cho mạng nơ ron (4.5)

V (x(t)) = xT (t)P−1x(t).

Từ Bổ đề 4.2, đạo hàm Caputo của V (x(t)) theo t của hệ (4.5) được định

nghĩa là

Dα
t V (x(t))

≤ 2xT (t)P−1Dα
t x(t)

= xT (t)

[
− P−1A−ATP−1 + P−1BK

+KTBTP−1

]
x(t)

− 2xT (t)P−1GaFa(t)Hax(t) + 2xT (t)P−1Df(x(t))

+ 2xT (t)P−1GdFd(t)Hdf(x(t)) + 2xT (t)P−1Wω(t)

+ 2xT (t)P−1GwFw(t)Hwω(t)

+ 2xT (t)P−1GbFb(t)HbKx(t).

(4.7)
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Bằng cách sử dụng bất đẳng thức Cauchy, ta có đánh giá sau

− 2xT (t)P−1GaFa(t)Hax(t)

≤ ǫ1x
T (t)P−1GaG

T
aP

−1x(t) + ǫ−1
1 xT (t)HT

a Hax(t);

2xT (t)P−1GdFd(t)Hdf(x(t))

≤ xT (t)P−1GdG
T
dP

−1x(t) + fT (x(t))HT
dHdf(x(t));

2xT (t)P−1Wω(t)

≤ xT (t)P−1WW TP−1x(t) + ωT (t)ω(t);

2xT (t)P−1GwFw(t)Hwω(t)

≤ xT (t)P−1GwG
T
wP

−1x(t) + ωT (t)HT
wHwω(t)

≤ xT (t)P−1GwG
T
wP

−1x(t) + λ3ω
T (t)ω(t);

2xT (t)P−1GbFb(t)HbKx(t)

≤ ǫ2x
T (t)P−1GbG

T
b P

−1x(t)

+ ǫ−1
2 xT (t)KTHT

b HbKx(t).

(4.8)

Mặt khác, từ điều kiện H1 ta có

0 ≤ −fT (x(t))f(x(t)) + xT (t)LTLx(t). (4.9)

Từ (4.7)–(4.9), ta thu được

Dα
t V (x(t)) ≤ ηT (t)Ωη(t) + (1 + λ3)ω

T (t)ω(t) (4.10)

− xT (t)[Q1 +KTQ2K]x(t), (4.11)
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trong đó

η(t) =
[
xT (t) fT (x(t))

]T
,

Ω =


 Ω11 P−1D

DTP−1 Ω22


 ,

Ω11 = −P−1A− ATP−1 + P−1BK +KTBTP−1

+ ǫ1P
−1GaG

T
aP

−1 + ǫ−1
1 HT

a Ha + P−1GdG
T
dP

−1

+ P−1WW TP−1 + P−1GwG
T
wP

−1

+ ǫ2P
−1GbG

T
b P

−1 + ǫ−1
2 KTHT

b HbK

+ LTL+Q1 +KTQ2K,

Ω22 = HT
d Hd − I.

Bây giờ, nhân cả hai vế bên trái và bên phải Ω với P = diag{P, I} và đặt

K = Y P−1, ta có

Φ = PΩP =


Ξ11 D

DT Ξ22


 ,

trong đó

Ξ11 = −AP − PAT + BY + Y TBT + ǫ1GaG
T
a

+ ǫ−1
1 PHT

a HaP +GdG
T
d +WW T +GwG

T
w

+ ǫ2GbG
T
b + ǫ−1

2 Y THT
b HbY

+ PLTLP + PQ1P + Y TQ2Y.

Chú ý rằng Ω < 0 tương đương với Φ < 0. Áp dụng Bổ đề Schur, ta có

Φ < 0 tương đương với (4.6a). Do đó, từ các điều kiện (4.6a), (4.10) và

xT (t)[Q1 +KTQ2K]x(t) > 0, ta có

Dα
t V (x(t)) ≤ (1 + λ3)ω

T (t)ω(t), ∀t ∈ [0, Tf ]. (4.12)

Tích phân cấp α cả hai vế của (4.12) từ 0 đến t(0 < t < Tf) và sử dụng



67

Bổ đề 4.1, ta thu được

xT (t)P−1x(t)

≤ xT (0)P−1x(0) + Iαt ((1 + λ3)ω
T (t)ω(t))

= xT (0)P−1x(0) +
1 + λ3
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ωT (s)ω(s)ds

≤ xT (0)P−1x(0) +
d(1 + λ3)

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds

≤ xT (0)P−1x(0) +
d(1 + λ3)

Γ(α + 1)
T α
f .

(4.13)

Mặt khác, ta có

xT (t)P−1x(t) =xT (t)R
1

2PR
1

2x(t)

≥λmin(P )x
T (t)Rx(t)

=λ1x
T (t)Rx(t),

(4.14)

và

xT (0)P−1x(0) = xT (0)R
1

2PR
1

2x(0) (4.15)

≤ λmax(P )x
T (0)Rx(0)

= λ2x
T (0)Rx(0) ≤ λ2c1.

Từ (4.13)–(4.15), ta nhận được

λ1x
T (t)Rx(t) ≤V (x(t)) = xT (t)P−1x(t)

≤λ2c1 +
d(1 + λ3)

Γ(α + 1)
T α
f .

Điều kiện (4.6b) suy ra xT (t)Rx(t) < c2. Vậy, hệ (4.5) ổn định trong thời

gian hữu hạn tương ứng với bộ (c1, c2, Tf , R, d). Tiếp theo, chúng tôi sẽ

tìm giá trị chi phí đảm bảo điều khiển cho hàm chi phí (4.3). Từ các điều

kiện (4.6a) và (4.10), ta có

Dα
t V (x(t)) ≤ (1 + λ3)ω

T (t)ω(t)− xT (t)[Q1 +KTQ2K]x(t), ∀t ∈ [0, Tf ].

(4.16)
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Tích phân cấp α cả hai vế của (4.16) từ 0 đến Tf và sử dụng Bổ đề 4.1,

ta thu được

V (x(Tf))− V (x(0)) ≤ IαTf
((1 + λ3)ω

T (t)ω(t))− J(u). (4.17)

Suy ra

J(u) ≤ IαTf
((1 + λ3)ω

T (t)ω(t)) + V (x(0))

≤ d(1 + λ3)

Γ(α + 1)
T α
f + λ2c1 := J∗

(4.18)

do V (x(Tf)) = xT (Tf)P
−1x(Tf) ≥ 0. Định lý được chứng minh.

✷

Nhận xét 4.1. Chú ý rằng, trong Định lý 4.1, bất đẳng thức ma trận

(4.6a) là tuyến tính với các ẩn ǫ1 > 0, ǫ2 > 0, P > 0 và ma trận Y . Vì vậy

các điều kiện này có thể giải trong thời gian đa thức bằng cách sử dụng

MATLAB’s LMI Control Toolbox trong MATLAB.

Nhận xét 4.2. Từ Định lý 4.1 và Nhận xét 4.1, chúng ta thu được thuật

toán sau đây giải bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời gian hữu

hạn của mạng nơ ron phân thứ như sau:

Bước 1. Giải bất đẳng thức ma trận tuyến tính (4.6a) thu được ma

trận đối xứng xác định dương P, và ma trận Y và hai số dương ǫ1, ǫ2 .

Bước 2. Tính ma trận nghịch đảo P−1, ma trận P = R− 1

2P−1R− 1

2 và

các số λ1 = λmin(P ), λ2 = λmax(P ), λ3 = λmax(H
T
wHw).

Bước 3. Kiểm tra điều kiện (4.6b) trong Định lý 4.1. Nếu đúng, tiếp

tục Bước 4; nếu sai thì quay lại Bước 1.

Bước 4. Điều khiển đảm bảo chi phí cho hệ (4.1) được cho bởi u(t) =

Y P−1x(t).
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4.2 Tính thụ động trong thời gian hữu hạn cho

mạng nơ ron phân thứ không chắc chắn

Xét mạng nơ ron phân thứ không chắc chắn




C
0D

α
t x(t) = −[A+∆A(t)]x(t) + [D +∆D(t)]f(x(t)) +Wω(t), t ≥ 0,

y(t) =Mf(x(t)) +Nω(t),

x(0) = x0 ∈ R
n,

(4.19)

trong đó 0 < α < 1, x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))
T ∈ R

n là véctơ trạng thái,

y(t) ∈ R
p là véctơ đầu vào, ω(t) ∈ R

m là nhiễu đầu vào, n là số các nơ ron,

f(x(t)) = (f1(x1(t)), f2(x2(t)), . . . , fn(xn(t)))
T ∈ R

n là các hàm kích hoạt,

A = diag{a1, a2, . . . , an} ∈ R
n×n là ma trận đường chéo chính, xác định

dương, D ∈ R
n×n là ma trận trọng số, W ∈ R

n×m, M ∈ R
p×n, N ∈ R

p×m

là các ma trận thực đã biết, ∆A(t) = GaFa(t)Ha,

∆D(t) = GdFd(t)Hd, Ga, Gd, Ha, Hd là các ma trận thực đã biết với số

chiều thích hợp; Fa(t), Fd(t) là các ma trận thời gian thực chưa biết nhưng

thỏa mãn F T
a (t)Fa(t) ≤ I, F T

d (t)Fd(t) ≤ I, ∀t ≥ 0.

Chúng tôi sử dụng hai giả thiết kinh điển H1, H2 ở mục trước để chứng

minh tính thụ động trong thời gian hữu hạn cho mạng nơ ron phân thứ

(4.19).

Định nghĩa 4.5. (Tính thụ động trong thời gian hữu hạn) Hệ (4.19) được

gọi là thụ động trong thời gian hữu hạn tương ứng với bộ (c1, c2, Tf , R, d)

nếu các điều kiện sau đây được thỏa mãn

(i) Khi đầu vào y(t) ≡ 0, thì hệ (4.19) ổn định trong thời gian hữu hạn

tương ứng với bộ (c1, c2, Tf , R, d).

(ii) Dưới điều kiện ban đầu bằng không, tồn tại một vô hướng γ > 0 sao
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cho bất đẳng thức sau đúng

2 0I
α
tf
(yT (t)ω(t)) ≥ −γ 0I

α
tf
(ωT (t)ω(t)), ∀tf ∈ [0, Tf ].

Bổ đề 4.4. ([35]) Giả sử x(t) ∈ R
n là một véctơ khả vi. Khi đó, với mỗi

hằng số thời gian t ≥ t0, bất đẳng thức sau đúng

1

2
C
t0
Dα

t (x
T (t)Px(t)) ≤ xT (t)P C

t0
Dα

t x(t), ∀α ∈ (0, 1), ∀t ≥ t0 ≥ 0,

trong đó P ∈ R
n×n là ma trận đối xứng xác định dương.

Tiếp theo, chúng tôi chứng minh một điều kiện đủ cho tính bị chặn hữu

hạn của hệ phương trình vi phân nơ ron phân thứ với tham số bất định.

Định lý 4.2. Giả sử các giả thiết H1, H2 thỏa mãn. Cho các số dương

c1, c2, Tf và ma trận đối xứng xác định dương R. Hệ (4.19) với đầu vào

y(t) ≡ 0 là ổn định trong thời gian hữu hạn tương ứng với bộ (c1, c2, Tf , R, d)

nếu tồn tại một ma trận đối xứng xác định dương P ∈ R
n×n và các hằng

số dương θ, ǫ1, ǫ2, ǫ3 thỏa mãn các điều kiện sau



Ξ11 PD PGa PGd PW

∗ Ξ22 0 0 0

∗ ∗ −ǫ1I 0 0

∗ ∗ ∗ −ǫ2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ −ǫ3I




< 0, (4.20a)

λ2c1 +
dǫ3

Γ(α+ 1)
T α
f < λ1c2, (4.20b)

trong đó

P = R− 1

2PR− 1

2 , λ1 = λmin(P ), λ2 = λmax(P ), L = diag{l1, l2, . . . , ln},

Ξ11 = −PA− ATP + ǫ1H
T
a Ha + θLTL,

Ξ22 = ǫ2H
T
d Hd − θI.

Chứng minh. Chọn hàm Lyapunov như sau

V (x(t)) = xT (t)Px(t).
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Do đó, từ Bổ đề 4.4 ta thu được đạo hàm Caputo cấp α với (0 < α < 1)

của V (x(t)) theo quỹ đạo của hệ nơ ron (4.19):

C
0D

α
t V (x(t)) ≤ 2xT (t)P C

0D
α
t x(t)

= xT (t)[−PA−ATP ]x(t)− 2xT (t)PGaFa(t)Hax(t)

+ 2xT (t)PDf(x(t)) + 2xT (t)PGdFd(t)Hdf(x(t))

+ 2xT (t)PWω(t).

Dùng bất đẳng thức ma trận Cauchy, ta có đánh giá sau:

−2xT (t)PGaFa(t)Hax(t) ≤ ǫ−1
1 xT (t)PGaG

T
aPx(t) + ǫ1x

T (t)HT
a Hax(t),

(4.21)

2xT (t)PGdFd(t)Hdf(x(t)) ≤ ǫ−1
2 xT (t)PGdG

T
dPx(t) (4.22)

+ ǫ2f
T (x(t))HT

dHdf(x(t)),

2xT (t)PWω(t) ≤ ǫ−1
3 xT (t)PWW TPx(t) + ǫ3ω

T (t)ω(t). (4.23)

Áp dụng giả thiết H1 ta có

0 ≤ −θfT (x(t))f(x(t)) + θxT (t)LTLx(t). (4.24)

Từ (??)–(4.24), ta nhận được

C
0D

α
t V (x(t)) ≤ ηT (t)Ωη(t) + ǫ3ω

T (t)ω(t), (4.25)

trong đó

η(t) =


 x(t)

f(x(t))


 , Ω =


 Ω11 PD

DTP Ω22


 ,

với

Ω11 = −PA− ATP + θLTL+ ǫ1H
T
a Ha + ǫ−1

1 PGaG
T
aP

+ ǫ−1
2 PGdG

T
dP + ǫ−1

3 PWW TP,

Ω22 = ǫ2H
T
d Hd − θI.
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Áp dụng Bổ đề Schur (Bổ đề 4.3), ta có Ω < 0 tương đương với (4.20a).

Do đó, từ điều kiện (4.20a) ta có đánh giá sau:

C
0D

α
t V (x(t)) ≤ ǫ3ω

T (t)ω(t), ∀t ∈ [0, Tf ]. (4.26)

Tích phân cấp α cả hai vế của (4.26) từ 0 tới t (0 < t < Tf) và sử dụng

Bổ đề 2.1, ta có

xT (t)Px(t) ≤ xT (0)Px(0) + 0I
α
t (ǫ3ω

T (t)ω(t))

= xT (0)Px(0) +
ǫ3

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1ωT (s)ω(s)ds

≤ xT (0)Px(0) +
dǫ3
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1ds

≤ xT (0)Px(0) +
dǫ3

Γ(α + 1)
T α
f .

(4.27)

Bằng tính toán trực tiếp, ta có các ước lượng sau đây

xT (t)Px(t) = xT (t)R
1

2PR
1

2x(t) ≥ λmin(P )x
T (t)Rx(t) = λ1x

T (t)Rx(t),

(4.28)

và

xT (0)Px(0) = xT (0)R
1

2PR
1

2x(0) ≤ λmax(P )x
T (0)Rx(0)

= λ2x
T (0)Rx(0) ≤ λ2c1. (4.29)

Kết hợp (4.27), (4.28) và (4.29), ta thu được

λ1x
T (t)Rx(t) ≤ V (x(t)) = xT (t)Px(t) ≤ λ2c1 +

dǫ3
Γ(α + 1)

T α
f .

Điều kiện (4.20b) suy ra xT (t)Rx(t) < c2. Vậy, hệ (4.19) với đầu vào y(t) =

0 là ổn định trong thời gian hữu hạn tương ứng với bộ (c1, c2, Tf , R, d).

Định lý được chứng minh.

�

Tiếp theo, chúng tôi xét một trường hợp đặc biệt của hệ nơ ron (4.19).
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Khi ∆A(t) = 0,∆D(t) = 0, thì hệ (4.19) có dạng




C
0D

α
t x(t) = −Ax(t) +Df(x(t)) +Wω(t), t ≥ 0,

y(t) =Mf(x(t)) +Nω(t),

x(0) = x0 ∈ R
n.

(4.30)

Từ Định lý 4.2, ta có hai hệ quả sau.

Hệ quả 4.1. Cho các số dương c1, c2, Tf và một ma trận đối xứng xác

định dương R. Giả sử các giả thiết H1,H2 thỏa mãn. Khi đó, hệ (4.30)

với đầu ra y(t) ≡ 0 ổn định trong thời gian hữu hạn tương ứng với bộ

(c1, c2, Tf , R, d) nếu tồn tại một ma trận đối xứng xác định dương P ∈
R

n×n và các số dương θ, ǫ thỏa mãn các điều kiện sau



(−PA− ATP + θLTL) PD PW

∗ −θI 0

∗ ∗ −ǫI


 < 0, (4.31a)

λ2c1 +
dǫ

Γ(α + 1)
T α
f < λ1c2, (4.31b)

trong đó

P = R− 1

2PR− 1

2 , λ1 = λmin(P ), λ2 = λmax(P ), L = diag{l1, l2, . . . , ln}.

Hệ quả 4.2. Cho các số dương c1, c2, Tf và một ma trận đối xứng xác

định dương R. Giả sử các giả thiết H1, H2 thỏa mãn. Khi đó, hệ (4.30)

là thụ động trong thời gian hữu hạn tương ứng với bộ (c1, c2, Tf , R, d) nếu

tồn tại một ma trận đối xứng xác định dương P ∈ R
n×n và các số dương
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γ, θ, ǫ thỏa mãn các điều kiện sau



(−PA−ATP + θLTL) PD 0 PW

∗ −θI −MT 0

∗ ∗ (ǫI − (N +NT + γI)) 0

∗ ∗ ∗ −ǫI



< 0,

(4.32a)

λ2c1 +
dǫ

Γ(α+ 1)
T α
f < λ1c2, (4.32b)

trong đó

P = R− 1

2PR− 1

2 , λ1 = λmin(P ), λ2 = λmax(P ), L = diag{l1, l2, . . . , ln}.

4.3 Ví dụ minh họa

Trong mục này, chúng tôi đưa ra hai ví dụ minh họa cho hai bài toán mà

chúng tôi xét ở trên.

Ví dụ 4.1. Trong hệ (4.1), xét mạng nơ ron có n = 2 nơ ron, α =

0.95, x(t) = (x1(t), x2(t))
T ∈ R

2, u(t) ∈ R, ω(t) =
√
0.1 cos t, f(x(t)) =

(tanh(x1(t)), tanh(x2(t)))
T ∈ R

2, A = diag{3, 4} và

Ga =


0
1


 , Ha =

[
0.5 0.6

]
, Fa(t) = sin t,

D =


0.3 −0.5

0.4 0.7


 , Gd =


0.2
0.3


 , Hd =

[
0.1 0.3

]
,

Fd(t) = cos t, W =


0.2
0.3


 , Gw =


0.4
0.6


 , Hw =

[
1
]
,

Fw(t) = cos t, B =


5
3


 , Gb =


1
0


 ,

Hb =
[
1
]
, Fb(t) = sin t.
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Ta có hàm kích hoạt thỏa mãn điều kiện H1 với L = diag{1, 1}, nhiễu

ω(t) thỏa mãn điều kiện H2 với d = 0.1. Hàm chi phí được cho bởi (4.4)

với

Q1 =


0.5 0

0 0.6


 , Q2 =

[
0.2

]
.

Lấy c1 = 1, c2 = 2, Tf = 1, R = I, các điều kiện (4.6a) và (4.6b) trong

Định lý 4.1 thỏa mãn với ǫ1 = 1.2473, ǫ2 = 1.2503, và

P =


 0.3364 −0.0366

−0.0366 0.3190


 ,

Y =
[
−0.0717 −0.0790

]
.

Theo Định lý 4.1, hệ đóng của hệ đang xét ổn định trong thời gian hữu

hạn với bộ (1, 2, 1, I, 0.1) và giá trị đảm bảo chi phí là J∗ = 0.5694. Hơn

nữa, bộ đảm bảo chi phí điều khiển tìm được là

u(t) =
[
−0.2430 −0.2755

]
x(t), t ∈ [0, 1].

Ví dụ 4.2. Trong hệ (4.30) với đầu ra y(t) ≡ 0, chúng tôi xét mạng nơ

ron có n = 3 nơ ron, α = 0.96, x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t))
T ∈ R

3 là trạng

thái giả, f(x(t)) = (sin(x1(t)), tanh(x2(t)), tanh(x3(t)))
T ∈ R

3 là hàm

kích hoạt, ω(t) = 0.1 cos t ∈ R là nhiễu đầu vào, A = diag{6, 2, 2}, và

D =




3 −2 −2

1 1 0

1 0 1


 , W =




0.2

0.5

0.9


 .
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Do đó, hệ (4.30) với đầu ra y(t) ≡ 0 có thể viết lại là




C
0D

0.96
t x1(t) = −6x1(t) + 3 sin(x1(t))− 2 tanh(x2(t))− 2 tanh(x3(t))

+0.02 cos t,

C
0D

0.96
t x2(t) = −2x2(t) + sin(x1(t)) + tanh(x2(t)) + 0.05 cos t,

C
0D

0.96
t x3(t) = −2x3(t) + sin(x1(t)) + tanh(x3(t)) + 0.09 cos t,

x(0) = x0 ∈ R
3,

(4.33)

trong đó t ≥ 0.

Xét bài toán mạng nơ ron phân thứ Caputo trong thời gian hữu hạn bị chặn

(4.33). Các giả thiết H1, H2 thỏa mãn với L = diag{1, 1, 1}, d = 0.01.

Chọn c1 = 1, c2 = 3.7, Tf = 10 và ma trận R = I. Sử dụng Hệ quả 4.1, ta

có các điều kiện (4.31a), (4.31b) thỏa mãn với θ = 0.8763, ǫ = 1.0818 và

P =




0.1692 −0.0033 −0.0035

−0.0033 0.4879 −0.0249

−0.0035 −0.0249 0.4790


 .

Vậy, hệ (4.33) là ổn định tương ứng với bộ (1, 3.7, 10, I, 0.01).

4.4 Kết luận

Trong chương này, chúng tôi đã thu được hai kết quả định tính cho nghiệm

của bài toán cân bằng thông qua bài toán bất đẳng thức biến phân bằng

cách tiếp cận ổn định cho nghiệm của mạng nơ ron phân thứ.
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Kết luận chung

Đề tài đã thu được các kết quả sau:

1) Đề xuất được một thuật toán chiếu kết hợp phép lặp Mann-Krasnoselskii

giải bài toán cân bằng. Thuật toán này là sự mở rộng thuật toán chiếu

của [43] cho bài toán cân bằng. Chúng tôi thu được sự hội tụ mạnh cho

thuật toán. Ngoài ra, một ví dụ mô hình sản xuất điện được tính toán thử

nghiệm bằng chương trình MATLAB minh họa cho thuật toán mà chúng

tôi đưa ra.

2) Đề xuất một thuật toán dưới đạo hàm giải bài toán chấp nhận tách

phi tuyến và ứng dụng cho mô hình cân bằng Nash có ràng buộc. Đóng

góp của chúng tôi là xét toán tử của bài toán chấp nhận tách là phi tuyến,

cụ thể là chúng tôi mở rộng cho trường hợp toán tử tựa tuyến tính. Chúng

tôi áp dụng thuật toán này giải bài toán cân bằng Nash có ràng buộc và

so sánh thuật toán của chúng tôi với thuật toán trong [44], kết quả tính

toán cho thấy thuật toán của chúng tôi hội tụ tới nghiệm nhanh hơn.

3) Thu được một số tính chất định tính của mạng nơ ron phân thứ.

Để phát triển tiếp nghiên cứu của đề tài này, chúng tôi hy vọng sẽ

nghiên cứu được thuật toán mới giải bài toán chấp nhận tách phi tuyến

và áp dụng cho mô hình cân bằng có ràng buộc, trong trường hợp toán tử

của bài toán chấp nhận tách là phi tuyến tổng quát. Đồng thời chúng tôi

mong muốn chứng minh được sự hội tụ của nó.
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