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Mở đầu

Trong những năm gần đây, hệ phương trình vi phân và điều khiển có trễ đã

nhận được nhiều sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà khoa học trên thế giới

(xem [11, 19, 24] và các tài liệu tham khảo trong đó). Trong đó, tính ổn định

theo nghĩa Lyapunov [11, 19, 24], tính ổn định hữu hạn [1, 49], tính thụ động

(passivity analysis) [12] là những tính chất định tính quan trọng của hệ phương

trình vi phân và điều khiển có trễ. Do đó những tính chất này nhận được nhiều

sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà khoa học. Ngoài ra, bài toán nghiên cứu

bao của tập đạt được cho hệ phương trình vi phân có trễ cũng nhận được sự

quan tâm nghiên cứu của đông đảo các nhà khoa học trong những năm gần đây

(xem [13, 10, 28, 47, 48, 58, 60, 80] và các tài liệu tham khảo trong đó).

Bài toán nghiên cứu bao của tập đạt được cho hệ phương trình vi phân có

trễ được nghiên cứu đầu tiên vào năm 2003 bởi Fridman E. [13] cho lớp hệ tuyến

tính có trễ. Sau đó, bài toán này được nhiều nhà khoa học nghiên cứu và mở

rộng cho nhiều lớp hệ động lực có trễ khác nhau, chẳng hạn như hệ tuyến tính

có trễ [47], lớp hệ có trễ dạng tích phân [80], lớp hệ trung tính có trễ [58], lớp hệ

phi tuyến có trễ [48], lớp hệ sai phân có trễ [28, 60], lớp hệ phương trình vi phân

đại số có trễ [10], mạng nơ ron có trễ [81]. Tuy nhiên, theo như sự hiểu biết của

chúng tôi, bài toán nghiên cứu bao của tập đạt được cho lớp hệ chuyển mạch

có trễ biến thiên, bài toán nghiên cứu bao của tập đạt được cho mạng nơ ron

tổng quát có trễ biến thiên dạng khoảng vẫn chưa được nghiên cứu một cách

đầy đủ. Bằng cách tiếp cận sử dụng phương pháp hàm Lyapunov–Krasovskii,

trong đó có sử dụng một số bất đẳng thức tích phân mới được đề xuất trong

[53], trong Chương 1 của đề tài, chúng tôi nghiên cứu bài toán tìm bao của tập

đạt được cho một số lớp hệ phương trình vi phân có trễ. Đó là lớp hệ phương

trình vi phân tuyến tính chuyển mạch có trễ biến thiên, mạng nơ ron tổng quát

có trễ biến thiên và mạng nơ ron chuyển mạch có trễ hỗn hợp biến thiên. Các

kết quả trình bày trong Chương 1 được viết dựa trên ba bài báo khoa học của

chủ nhiệm đề tài và đồng nghiệp (xem [64, 65, 66]).

Khái niệm ổn định hữu hạn thời gian (FTS) được nghiên cứu đầu tiên trong

[8, 70] đóng một vai trò quan trọng trong lý thuyết ổn định các hệ động lực.

Khác với bài toán ổn định theo nghĩa Lyapunov, nghiên cứu dáng điệu của véc

tơ trạng thái của hệ phương trình vi phân có trễ trên một khoảng thời gian vô
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hạn, khái niệm ổn định hữu hạn thời gian nghiên cứu dáng điệu của véc tơ trạng

thái trong một khoảng thời gian hữu hạn. Cụ thể hơn một hệ phương trình vi

phân có trễ được gọi là FTS nếu khi ta đưa ra một giới hạn cho điều kiện ban

đầu, véc tơ trạng thái của hệ không vượt ra khỏi ngưỡng đã giới hạn trong suốt

khoảng thời gian đã cho. Mặt khác, trong các bài toán kỹ thuật, ngoài việc tìm

cách thiết kế một bộ điều khiển làm cho hệ thống không những ổn định hữu

hạn thời gian mà còn đảm bảo một mức độ đầy đủ về hiệu suất (guarantees an

adequate level of performance). Bài toán này được gọi là bài toán đảm bảo chi

phí điều khiển trong thời gian hữu hạn của hệ động lực. Nội dung cơ bản của

bài toán này là ngoài việc thiết kế một bộ điều khiển để đảm bảo cho hệ thống

điều khiển là ổn định hữu hạn thời gian, ta còn phải dựa trên điều khiển đó tìm

một cận trên của hàm mục tiêu (hàm chi phí) tương ứng. Bằng cách tiếp cận

sửu dụng phương pháp hàm Lyapunov–Krasovskii kết hợp với bất đẳng thức ma

trận tuyến tính, các tác giả trong [50] nghiên cứu bài toán đảm bảo chi phí điều

khiển trong thời gian hữu hạn của lớp hệ tuyến tính có trễ biến thiên với điều

khiển bị chặn. Một vài tiêu chuẩn cho bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong

thời gian hữu hạn của mạng nơ ron có trễ biến thiên được nghiên cứu trong [49].

Bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời gian hữu hạn của lớp hệ ngẫu

nhiên Itô được nghiên cứu trong [73, 74]. Theo như hiểu biết của chúng tôi có

rất ít công trình nghiên cứu bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời gian

hữu hạn cho lớp hệ dương có trễ. Trong [3], các tác giả giải bài toán đảm bảo

chi phí điều khiển trong thời gian hữu hạn cho lớp hệ tuyến tính dương chuyển

mạch có trễ biến thiên bằng cách sử dụng phương pháp tiếp cận thời gian trung

bình phụ thuộc tham số. Chú ý rằng, kết quả trong [3] thu được bằng cách sử

dụng định nghĩa ổn định hữu hạn tương ứng với hệ dương chuyển mạch. Khái

niệm này khác với khái niệm ổn định hữu hạn thời gian (FTS) được đưa ra trong

[8, 70]. Vì vậy, việc nghiên cứu bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời

gian hữu hạn cho lớp hệ dương đa trễ sử dụng định nghĩa phổ biến đưa ra trong

[8, 70] là một vấn đề mở, cần được quan tâm nghiên cứu. Trong Chương 2 của

đề tài, chúng tôi tập trung giải bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời

gian hữu hạn cho lớp hệ dương đa trễ bằng cách tiếp cận sửu dụng bất đẳng

thức ma trận tuyến tính với cách chọn hàm Lyapunov–Krasovskii phù hợp.

Bài toán nghiên cứu tính thụ động và tính thụ động hóa cho hệ phương trình

vi phân và điều khiển tuyến tính có trễ được nghiên cứu đầu tiên bởi các nghiên

cứu của Fridman E. và Shaked U. [12], Niculescu S.I. và Lozano R. [51]. Sau

đó, bài toán nghiên cứu tính thụ động và thụ động hóa được các nhà khoa học

nghiên cứu cho nhiều lớp hệ phương trình vi phân có trễ khác nhau như mạng
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nơ ron có trễ (xem [27, 30, 32] và các tài liệu tham khảo trong đó), hệ phương

trình vi phân mờ có trễ [31], hệ phương trình vi phân đại số có trễ [34]. Đối với

lớp hệ chuyển mạch, đã có một số kết quả thú vi được công bố cho bài toán

nghiên cứu tính thụ động và thụ động hóa cho lớp hệ phương trình vi phân

chuyển mạch không có trễ (xem [15, 79]). Tuy nhiên, theo như hiểu biết của

chúng tôi, bài toán nghiên cứu tính thụ động cho lớp hệ phi tuyến chuyển mạch

có trễ biến thiên vẫn chưa có một kết quả nào được công bố. Bằng cách sử dụng

một vài bất đẳng thức tích phân mới được đề xuất trong [53], kết hợp kỹ thuật

tổ hợp lồi trong [52] khi ước lượng đạo hàm của hàm Lyapunov-Krasovskii và

sử dụng cách tiếp cận thời gian dừng trung bình (the average dwell time), trong

Chương 3 của đề tài chúng tôi nghiên cứu bài toán nghiên cứu tính thụ động và

tính ổn định mũ cho lớp hệ phương trình vi phân phi tuyến chuyển mạch có trễ

biến thiên.

Trong những năm gần đây, giải tích phân thứ và hệ phương trình vi phân

phân thứ đã nhận được nhiều sự quan tâm nghiên cứu của các nhà khoa học do

những ứng dụng của chúng trên nhiều lĩnh vực của khoa học kỹ thuật. Nhiều

hệ thống trong kỹ thuật, chẳng hạn như hệ thống viscoelastic, sự phân cực điện

môi (dielectric polarization), sự phân cực điện cực (the electrode-electrolyte

polarization), mô hình mạng nơ ron, được mô tả tốt hơn và chi tiết hơn bởi hệ

phương trình vi phân phân thứ. Như chúng ta đã biết tính ổn định là một tính

chất quan trọng của mọi hệ động lực. Do đó bài toán nghiên cứu tính ổn định,

ổn định hóa theo nghĩa Lyapunov của hệ phương trình vi phân phân thứ đã

nhận được sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà khoa học. Trong những năm

gần đây, bài toán nghiên cứu tính ổn định hóa của hệ phương trình vi phân phân

thứ Caputo phi tuyến nhận được nhiều sự quan tâm nghiên cứu và đã có nhiều

kết quả thú vị về bài toán này được công bố trên các tạp chí quốc tế uy tín (xem

[4, 5, 29, 69, 75]). Tuy nhiên, các kết quả trong [4, 5, 29, 69, 75] chỉ nghiên cứu

tính ổn định hóa được địa phương của điểm cân bằng gốc 0 của hệ bởi vì thành

phần phi tuyến trong các kết quả trên thỏa mãn điều kiện lim
x→0

‖f(x(t))‖
‖x(t)‖ = 0. Vì

vậy, việc tìm ra các tiêu chuẩn mới cho tính ổn định hóa được toàn cục của hệ

phương trình vi phân phân thứ Caputo phi tuyến là cần thiết và có ý nghĩa khoa

học. Trong Chương 4 của đề tài, chúng tôi nghiên cứu tính ổn định hóa của lớp

hệ phương trình vi phân phân thứ Caputo có nhiễu phi tuyến bằng cách tiếp

cận sử dụng bất đẳng thức ma trận tuyến tính và phương pháp hàm Lyapunov

cho hệ phân thứ.

Nội dung chính của đề tài được chia làm bốn chương:

Chương 1. Bài toán tìm bao của tập đạt được cho một số lớp hệ
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phương trình vi phân có trễ

Trong chương này, chúng tôi trình bày khái niệm tập đạt được tiến và tập

đạt được lùi đối với một số lớp hệ phương trình vi phân có trễ như lớp hệ tuyến

tính chuyển mạch có trễ biến thiên, mạng nơ ron tổng quát có trễ, mạng nơ ron

chuyển mạch có trễ hỗn hợp biến thiên. Ngoài ra, chúng tôi trình bày một số

tiêu chuẩn cho bài toán tìm bao của tập đạt được tiến và bao của tập đạt được

lùi cho ba lớp hệ phương trình vi phân có trễ trên. Các ví dụ và hình vẽ minh

họa cho các kết quả lý thuyết cũng được chúng tôi trình bày chi tiết và đầy đủ

trong chương này.

Chương 2. Bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời gian hữu

hạn của lớp hệ tuyến tính dương đa trễ

Chương này trình bày kết quả nghiên cứu của chủ nhiệm đề tài trong bài báo

[61] về bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời gian hữu hạn của lớp hệ

tuyến tính dương đa trễ.

Chương 3. Tính ổn định mũ và tính thụ động của lớp hệ phi tuyến

chuyển mạch có trễ biến thiên

Chương này trình bày các kết quả của đề tài từ bài báo [62] về tính ổn định

mũ và tính hụ động của lớp hệ phi tuyến chuyển mạch có trễ biến thiên với cách

tiếp cận sử dụng phương pháp hàm Lyapunov–Krasovskii. Các ví dụ minh họa

và so sánh kết quả của chúng tôi với các kết quả đã có cũng được chúng tôi trình

bày chi tiết trong Chương 3 của đề tài.

Chương 4. Tính ổn định hóa của lớp hệ phương trình vi phân phân

thứ Caputo có nhiễu phi tuyến

Trước tiên, trong chương này chúng tôi giới thiệu về giải tích phân thứ bao

gồm tích phân phân thứ Riemann-Liouville cấp α, đạo hàm phân thứ Riemann–

Liouville cấp α, đạo hàm phân thứ Caputo cấp α với α ∈ (0, 1). Sau đó chúng

tôi trình bày một vài tiêu chuẩn cho tính ổn định hóa của lớp hệ phương trình

vi phân phân thứ Caputo có nhiễu phi tuyến. Cuối chương là một vài ví dụ và

hình vẽ để minh họa cho kết quả lý thuyết.
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Chương 1

Bài toán tìm bao của tập đạt được cho một số lớp
hệ phương trình vi phân có trễ

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu bài toán bao của tập đạt được cho

một số lớp hệ phương trình vi phân có trễ. Nội dung trình bày trong chương

này dựa trên các bài báo [64, 65, 66].

1.1. Một số bổ đề bổ trợ

Trong mục này, chúng tôi nhắc lại một số bổ đề bổ trợ được dùng để chứng

minh các kết quả trong các mục sau.

Bổ đề 1.1. ([53]) Cho trước ma trận R ∈ S+n và một hàm ϕ : [a, b] → Rn mà

trong đó đạo hàm ϕ̇ ∈ C([a, b],Rn). Khi đó ta có bất đẳng thức sau đây∫ b

a

ϕ̇T (s)Rϕ̇(s)ds ≥ 1

b− a
χ̂TRχ̂,

ở đó R = diag{R, 3R, 5R}, χ̂ =
[
χT1 χT2 χT3

]T
, và

χ1 = ϕ(b)− ϕ(a), χ2 = ϕ(b) + ϕ(a)− 2

b− a

∫ b

a

ϕ(s)ds,

χ3 = ϕ(b)− ϕ(a) +
6

b− a

∫ b

a

ϕ(s)ds− 12

(b− a)2

∫ b

a

∫ b

s

ϕ(u)duds.

Bổ đề 1.2. ([52]) Cho trước các ma trận đối xứng, xác định dương R1 ∈
Rn×n, R2 ∈ Rm×m. Nếu tồn tại một ma trận X ∈ Rn×m sao cho[

R1 X

∗ R2

]
≥ 0
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thì bất đẳng thức sau đây [
1
βR1 0

0 1
1−βR2

]
≥
[
R1 X

∗ R2

]
đúng với mọi β ∈ (0, 1).

Bổ đề 1.3. ([67]) Cho trước một số dương α và V (t) là hàm Lyapunov–

Krasovskii cho hệ (1.1)–(1.4). Nếu V̇ (t) + αV (t) − α
ω2ω

T (t)ω(t) ≤ 0, ∀t ≥ 0

thì

V (t) ≤ max{1, V (0)}, ∀t ≥ 0.

Bổ đề 1.4. (Bất đẳng thức Jensen [17]) Cho các ma trận R ∈ Rn×n, R = RT >

0, các số a, b với a < b, và véc tơ ω : [a, b] −→ Rn, sao cho các tích phân được

đề cập đến là định nghĩa tốt. Khi đó

(b− a)

∫ b

a

ωT (s)Rω(s)ds ≥

(∫ b

a

ω(s)ds

)T

R

(∫ b

a

ω(s)ds

)
.

1.2. Bài toán tìm bao của tập đạt được của lớp hệ tuyến
tính chuyển mạch có trễ

Xét hệ tuyến tính chuyển mạch có trễ biến thiên và nhiễu bị chặn{
ẋ(t) = Aσx(t) +Dσx(t− τ(t)) +Bσω(t),

x(s) ≡ ϕ(s), s ∈ [−τ2, 0],
(1.1)

ở đó x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, σ(.) là quy tắc chuyển mạch giữa các hệ con

trong hệ (1.1), ở đây σ(.) là một hàm phụ thuộc vào x(t), σ(.) lấy giá trị trong tập

hữu hạn N := {1, 2, . . . , N}; Ai ∈ Rn×n, Di ∈ Rn×n, Bi ∈ Rn×m, i = 1, . . . , N,

là các ma trận thực, hằng số cho trước có số chiều thích hợp sao cho các phép

toán đại số về ma trận thực hiện được. Hàm trễ τ(t) là hàm liên tục thỏa mãn

0 ≤ τ1 ≤ τ(t) ≤ τ2. (1.2)

Hàm ϕ(s) ∈ C1([−τ2, 0],Rn) là điều kiện ban đầu thỏa mãn

max
s∈[−τ2,0]

ϕ̇T (s)ϕ̇(s) ≤ µ2. (1.3)
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Véc tơ nhiễu ω(t) ∈ Rm, không biết nhưng giả thiết thỏa mãn điều kiện dưới

đây

ωT (t)ω(t) ≤ ω2, ∀t ≥ 0, (1.4)

ở đó τ1, τ2, µ, ω là các số không âm.

Trước khi trình bày các kết quả chính của mục này, chúng tôi nhắc lại một

số định nghĩa và bổ đề được dùng để chứng minh các kết quả chính của chúng

tôi.

Định nghĩa 1.1. (xem [67])

(i) Cho trước Ω0 ⊂ Rn là một tập lồi đóng, bị chặn chứa điểm gốc 0. Một tập

Ω ⊂ Rn được gọi là tập đạt được tiến (forwards reachable set) tương ứng với tập

ban đầu cho trước Ω0 của hệ (1.1) với các điều kiện (1.2), (1.3) và (1.4) dưới quy

tắc chuyển mạch σ(.) nếu với mọi điều kiện ban đầu ϕ(s) ∈ Ω0,∀s ∈ [−τ2, 0],

nghiệm của hệ thỏa mãn x(t, ϕ(t), ω(t)) ∈ Ω,∀t ≥ 0.

(ii) Cho trước Λ0 ⊂ Rn là một tập lồi đóng, bị chặn chứa điểm gốc 0. Tập

Λ ⊂ Rn được gọi là tập đạt được lùi (backwards reachable set) tương ứng với

tập mục tiêu Λ0 của hệ (1.1) với các điều kiện (1.2), (1.3) và (1.4) dưới quy tắc

chuyển mạch σ(.) nếu với mọi hàm điều kiện ban đầu ϕ(s) ∈ Λ,∀s ∈ [−τ2, 0],

nghiệm của hệ thỏa mãn x(t, ϕ(t), ω(t)) ∈ Λ0,∀t ≥ 0.

Định nghĩa 1.2. Hệ thống các ma trận {Li}, i = 1, 2, . . . , N, được gọi là đầy

đủ chặt (strictly complete) nếu với mọi véc tơ x ∈ Rn\{0} tồn tại một chỉ số

i ∈ {1, 2, . . . , N} sao cho

xTLix < 0.

Dễ dàng kiểm tra được rằng hệ thống các ma trận {Li} là đầy đủ chặt khi và

chỉ khi
N⋃
i=1

Si = Rn\{0},

ở đó

Si = {x ∈ Rn : xTLix < 0}, i = 1, 2, . . . , N.

Trong [25, 68], các tác giả đã chỉ ra rằng hệ thống các ma trận {Li}, i =

1, 2, . . . , N, là đầy đủ chặt nếu tồn tại các số εi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , N,
N∑
i=1

εi > 0,

sao cho
N∑
i=1

εiLi < 0.

Nếu N = 2 thì các điều kiện trên trở thành điều kiện cần và đủ cho tính đầy đủ

chặt của hệ ma trận tương ứng.
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Trong mục này, chúng tôi trình bày một vài tiêu chuẩn cho bài toán tìm bao

của tập đạt được cho lớp hệ tuyến tính chuyển mạch có trễ biến thiên và nhiễu

bị chặn (1.1).

Để thuận lợi cho việc trình bày các kết quả nghiên cứu trong mục này, ta ký

hiệu

ej = [0n×(j−1)n In 0n×(11−j)n 0n×m]T , j = 1, 2, . . . , 11,

e12 = [0m×11n Im]T , τ12 = τ2 − τ1,

các véc tơ khối χ0(t) = [χT01(t) χT02(t) χT03(t)]
T , ở đó

χ01(t) =


x(t)

x(t− τ1)
x(t− τ(t))

x(t− τ2)

 , χ02(t) =


1
τ1

∫ t
t−τ1 x(s)ds

1
τ(t)−τ1

∫ t−τ1
t−τ(t) x(s)ds

1
τ2−τ(t)

∫ t−τ(t)
t−τ2 x(s)ds

2
τ21

∫ t
t−τ1

∫ t
s x(u)duds

 ,

χ03(t) =


2

(τ(t)−τ1)2
∫ t−τ1
t−τ(t)

∫ t−τ1
s x(u)duds

2
(τ2−τ(t))2

∫ t−τ(t)
t−τ2

∫ t−τ(t)
s x(u)duds

ẋ(t)

ω(t)

 ,
và ma trận

Li(Ui) = UiAi + ATi U
T
i , i = 1, 2, . . . , N,

Si = {x ∈ Rn : xTLi(Ui)x < 0}, S1 = S1, Si = Si\

(
i−1⋃
j=1

Sj

)
, i = 2, 3, . . . , N,

G1 = [eT1 eT2 eT5 eT8 ]T , G2 = [eT2 eT3 eT6 eT9 ]T , G3 = [eT3 eT4 eT7 eT10]
T ,

R1 = diag{e−ατ1R1, 3e
−ατ1R1, 5e

−ατ1R1},
R2 = diag{e−ατ2R2, 3e

−ατ2R2, 5e
−ατ2R2},

F =

In −In 0 0

In In −2In 0

In −In 6In −6In

 , Γ = col{FG2, FG3}.

Định lý dưới đây đưa ra một điều kiện đủ cho sự tồn tại bao của tập đạt được tiến

ứng với tập ellipsoid cho trước Ω0 = {ϕ(s) ∈ C1([−τ2, 0],Rn) : ϕT (s)Eϕ(s) ≤
1,∀s ∈ [−τ2, 0]}, ở đó E là một ma trận đối xứng, xác định dương cho trước.

Định lý 1.1. Giả sử rằng tồn tại bảy hằng số dương α, β0, β1, q1, q2, r1, r2, năm

ma trận P,Q1, Q2, R1, R2 ∈ S+n , các ma trận Ui,Wi ∈ Rn×n(i = 1, . . . , N), một
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ma trận X ∈ R3n×3n sao cho các điều kiện sau đây được thỏa mãn:

(i) Hệ thống ma trận {Li(Ui)}, (i = 1, 2, . . . , N) là đầy đủ chặt, tức là tồn tại

các số εi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , N,
N∑
i=1

εi > 0 sao cho

N∑
i=1

εiLi(Ui) < 0, (1.5)

(ii) Với i = 1, 2, . . . , N,

P ≤ β1In, Q1 ≤ q1In, Q2 ≤ q2In, R1 ≤ r1In, R2 ≤ r2In, (1.6a)

P ≥ 1

β2
0

In, (1.6b)

Φ =

[
R2 X

XT R2

]
≥ 0, (1.6c)

Ωi = Ξi −GT
1 F

TR1FG1 − ΓTΦΓ < 0, (1.6d)

κ1µ0 + κ2µ
2 ≤ 1, (1.6e)

ở đó µ0 = 1
λmin(E) , và

Ξi = eT1 (PAi + ATi P + αP +Q1)e1 + eT2
(
−e−ατ1Q1 + e−ατ1Q2

)
e2

− e−ατ2eT4Q2e4 + eT11
(
τ 21R1 + τ 212R2 −Wi −W T

i

)
e11 + eT1 PDie3

+ eT3D
T
i Pe1 + eT1 PBie12 + eT12B

T
i Pe1 − eT1Uie11 − eT11UT

i e1 + eT1UiDie3

+ eT3D
T
i U

T
i e1 + eT1UiBie12 + eT12B

T
i U

T
i e1 + eT11WiAie1 + eT1A

T
i W

T
i e11

+ eT11WiDie3 + eT3D
T
i W

T
i e11 + eT11WiBie12 + eT12B

T
i W

T
i e11 −

α

ω2
eT12e12,

κ1 = β1 +
q1(1− e−ατ1) + q2 (e−ατ1 − e−ατ2)

α
,

κ2 = r1τ1

(
τ1
α

+
1

α2

(
e−ατ1 − 1

))
+ r2τ12

(
τ12
α

+
1

α2

(
e−ατ2 − e−ατ1

))
.

Khi đó tập đạt được tiến của hệ (1.1) được bao bởi hình cầu B(0, β0) := {x ∈
Rn : ‖x‖ ≤ β0} dưới quy luật chuyển mạch được chọn như sau σ(x(t)) = i ∈ N
khi mà x(t) ∈ Si.

Chứng minh. Xét hàm Lyapunov–Krasovskii sau

V (xt) = V1(xt) + V2(xt) + V3(xt),

ở đó

V1(xt) = xT (t)Px(t),
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V2(xt) =

∫ t

t−τ1
eα(s−t)xT (s)Q1x(s)ds+

∫ t−τ1

t−τ2
eα(s−t)xT (s)Q2x(s)ds,

V3(xt) = τ1

∫ 0

−τ1

∫ t

t+s

eα(u−t)ẋT (u)R1ẋ(u)duds

+ τ12

∫ −τ1
−τ2

∫ t

t+s

eα(u−t)ẋT (u)R2ẋ(u)duds.

Do điều kiện (1.6b), ta thu được đánh giá sau

V (xt) ≥
‖x(t)‖2

β2
0

, ∀t ≥ 0. (1.7)

Từ ràng buộc

−ẋ(t) + Aix(t) +Dix(t− τ(t)) +Biω(t) = 0, i = 1, 2, . . . , N,

ta có[
2xT (t)Ui + 2ẋT (t)Wi

]
[−ẋ(t) + Aix(t) +Dix(t− τ(t)) +Biω(t)] = 0,

i = 1, 2, . . . , N. (1.8)

Lấy đạo hàm của V (xt) theo t và sử dụng điều kiện (2.12), ta thu được

V̇ (xt) + αV (xt)−
α

ω2
ωT (t)ω(t)

≤ xT (t)Li(Ui)x(t) + χT0 (t)Ξiχ0(t)− τ1e−ατ1
∫ t

t−τ1
ẋT (s)R1ẋ(s)ds

− τ12e−ατ2
∫ t−τ1

t−τ2
ẋT (s)R2ẋ(s)ds. (1.9)

Bằng cách áp dụng Bổ đề 1.1, ta có

−τ1e−ατ1
∫ t

t−τ1
ẋT (s)R1ẋ(s)ds ≤ −χT0 (t)GT

1 F
TR1FG1χ0(t). (1.10)

Tách tích phân sau thành tổng của hai tích phân

− τ12e−ατ2
∫ t−τ1

t−τ2
ẋT (s)R2ẋ(s)ds

= −τ12e−ατ2
∫ t−τ(t)

t−τ2
ẋT (s)R2ẋ(s)ds− τ12e−ατ2

∫ t−τ1

t−τ(t)
ẋT (s)R2ẋ(s)ds
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và sử dụng các Bổ đề 1.1, Bổ đề 1.2, tích phân thứ hai trong (1.9) có thể ước

lượng như sau

− τ12e−ατ2
∫ t−τ1

t−τ2
ẋT (s)R2ẋ(s)ds

≤ − τ12
τ(t)− τ1

χT0 (t)GT
2 F

TR2FG2χ0(t)−
τ12

τ2 − τ(t)
χT0 (t)GT

3 F
TR2FG3χ0(t)

= −χT0 (t)ΓT

[
τ12

τ(t)−τ1R2 0

0 τ12
τ2−τ(t)R2

]
Γχ0(t)

≤ −χT0 (t)ΓT
[
R2 X

XT R2

]
Γχ0(t)

= −χT0 (t)ΓTΦΓχ0(t).

(1.11)

Vậy, ta có

V̇ (xt) + αV (xt)−
α

ω2
ωT (t)ω(t) ≤ xT (t)Li(Ui)x(t) + χT0 (t)Ωiχ0(t). (1.12)

Từ (1.6c), (1.6d) và (1.12), ta thu được ước lượng sau

V̇ (xt) + αV (xt)−
α

ω2
ωT (t)ω(t) ≤ xT (t)Li(Ui)x(t). (1.13)

Vì hệ thống các ma trận {Li(Ui)} đầy đủ chặt nên ta có

N⋃
i=1

Si = Rn\{0}. (1.14)

Dựa trên các tập Si, ta xây dựng các tập Si như trong phần ký hiệu bên trên

định lý. Ta dễ dàng kiểm tra được rằng

Si ∩ Sj = {0}, i 6= j, Si ∪ Sj = Rn\{0}. (1.15)

Bây giờ, ta xây dựng qui tắc chuyển mạch giữa các hệ con trong hệ (1.1) như

sau σ(x(t)) = i ∈ N , khi mà x(t) ∈ Si. Vậy, ta có

V̇ (xt) + αV (xt)−
α

ω2
ωT (t)ω(t) ≤ 0.

Sử dụng các điều kiện (1.6a), (1.6b), (1.6e) và sử dụng một vài tính toán trực

tiếp, ta thu được

V (x0) ≤ κ1‖ϕ(0)‖2 + κ2µ
2 ≤ κ1µ0 + κ2µ

2 ≤ 1.
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Từ điều này và Bổ đề 1.3, ta có V (xt) ≤ 1. Sử dụng (1.7), ta thu được

‖x(t)‖ ≤ β0, ∀t ≥ 0.

Định lý được chứng minh hoàn toàn.

Nhận xét 1.1. Chú ý rằng khi ta cố định các số α và β0 thì các bất đẳng thức

ma trận (1.6a)-(1.6e) trở thành bất đẳng thức ma trận tuyến tính (LMIs). Do

đó, ta có thể kết hợp phương pháp tìm kiếm hai chiều kết hợp với thuật toán tối

ưu lồi trong MATLABs LMI Control Toolbox (xem [14]) để giải các bất đẳng

thức ma trận này. Tương tự như trong bài báo [67], để tìm bao nhỏ nhất của

tập đạt được tiến của hệ (1.1) ứng với tập ban đầu cho trước Ω0 = {ϕ(s) ∈
C1([−τ2, 0],Rn) : ϕT (s)Eϕ(s) ≤ 1,∀s ∈ [−τ2, 0]}, tức là tìm giá trị nhỏ nhất có

thể có của β0, ta đi giải bài toán tối ưu lồi sau đây:

(OP1) : min β0.

(i), (1.6a)− (1.6e).

Bằng cách xây dựng một hàm Lyapunov-Krsovskii đơn giản, Định lý 1.1 đưa

ra một điều kiện đủ cho việc tồn tại một bao của tập đạt được tiến của hệ tuyến

tính chuyển mạch có trễ biến thiên (1.1). Bây giờ, nếu ta xây dựng một hàm

Lyapunov-Krsovskii phức tạp hơn như sau

V (xt) = V 1(xt) + V2(xt) + V3(xt),

ở đó V2(xt), V3(xt) được xác định như trong chứng minh của Định lý 1.1 và

V 1(xt) = ηT (t)Pη(t), trong đó

η(t) =

[
xT (t)

∫ t

t−τ1
xT (s)ds

∫ t−τ1

t−τ2
xT (s)ds

∫ t

t−τ1

∫ t

s

xT (u)duds

]T
,

Pij ∈ Rn×n, i, j = 1, 2, 3, 4,

P =


P11 P12 P13 P14

P21 P22 P23 P24

P31 P32 P33 P34

P41 P42 P43 P44

 ∈ S+4n

thù bằng kỹ thuật chứng minh tương tự như Định lý 1.1, ta thu được kết quả

sau

Hệ quả 1.1. Giả sử rằng tồn tại 10 số dương α, β0, β1, β2, β3, β4, q1, q2, r1, r2, 4

ma trận Q1, Q2, R1, R2 ∈ S+n , ma trận P ∈ S+4n, các ma trận Ui,Wi ∈ Rn×n(i =
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1, . . . , N),và một ma trận X ∈ R3n×3n sao cho các điều kiện dưới đây được thỏa

mãn:

(i) Hệ thống ma trận {Li(Ui)}, (i = 1, 2, . . . , N) là đầy đủ chặt, tức là tồn tại

các số εi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , N,
N∑
i=1

εi > 0 sao cho

N∑
i=1

εiLi(Ui) < 0, (1.16)

(ii) Với i = 1, 2, . . . , N,

P ≤ diag{β1In, β2In, β3In, β4In}, (1.17a)

Q1 ≤ q1In, Q2 ≤ q2In, R1 ≤ r1In, R2 ≤ r2In, (1.17b)
P11 P12 P13 P14

P21 P22 P23 P24

P31 P32 P33 P34

P41 P42 P43 P44

−


1
β2
0
In 0n 0n 0n

0n 0n 0n 0n
0n 0n 0n 0n
0n 0n 0n 0n

 > 0, (1.17c)

Φ =

[
R2 X

XT R2

]
≥ 0, (1.17d)

Ωi(τ) = Ξ̂i(τ)−GT
1 F

TR1FG1 − ΓTΦΓ < 0, ∀τ ∈ {τ1, τ2} (1.17e)

κ1µ0 + κ2µ
2 ≤ 1, (1.17f)

ở đó µ0 = 1
λmin(E) , và

Ξ̂i(τ) = HT
0 (τ)PH1 +HT

1PH0(τ) + αHT
0 (τ)PH0(τ) + eT1Q1e1

+ eT2
(
−e−ατ1Q1 + e−ατ1Q2

)
e2 − e−ατ2eT4Q2e4

+ eT11
(
τ 21R1 + τ 212R2 −Wi −W T

i

)
e11 + eT1 PDie3 + eT3D

T
i Pe1

+ eT1 PBie12 + eT12B
T
i Pe1 − eT1Uie11 − eT11UT

i e1 + eT1UiDie3 + eT3D
T
i U

T
i e1

+ eT1UiBie12 + eT12B
T
i U

T
i e1 + eT11WiAie1 + eT1A

T
i W

T
i e11

+ eT11WiDie3 + eT3D
T
i W

T
i e11 + eT11WiBie12 + eT12B

T
i W

T
i e11 −

α

ω2
eT12e12,

κ1 = β1 + τ1β2 + τ12β3 +
τ 21
2
β4 +

q1(1− e−ατ1) + q2 (e−ατ1 − e−ατ2)
α

,

κ2 = r1τ1

(
τ1
α

+
1

α2

(
e−ατ1 − 1

))
+ r2τ12

(
τ12
α

+
1

α2

(
e−ατ2 − e−ατ1

))
,

trong đó

H0(τ) =

[
eT1 τ1e

T
5 (τ2 − τ)e7 + (τ − τ1)eT6

τ 21
2
eT8

]T
,
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H1 =
[
eT11 (e1 − e2)T (e2 − e4)T τ1(e1 − e5)T

]T
.

Khi đó tập đạt được tiến của hệ (1.1) được bao bởi hình cầu B(0, β0) := {x ∈
Rn : ‖x‖ ≤ β0} dưới luật chuyển mạch được cho bởi σ(x(t)) = i ∈ N khi mà

x(t) ∈ Si.

Nhận xét 1.2. Hệ quả 1.1 có thể đưa ra một cận trên τ2 cho độ trễ τ(t) lớn

hơn so với Định lý 1.1 khi nghiên cứu bài toán tìm bao của tập đạt được tiến

cho hệ (1.1). Do đó có thể nói các điều kiện trong Hệ quả 1.1 là ít bảo thủ hơn

so với điều kiện đưa ra bởi Định lý 1.1. Tuy nhiên, có thể quan sát thấy rằng

Hệ quả 1.1 có nhiều biến và ẩn ma trận hơn so với Định lý 1.1. Vì vậy việc giải

các điều kiện trong Hệ quả 1.1 là phức tạp hơn và tốn bộ nhớ hơn so với việc

giải các điều kiện trong Định lý 1.1.

Trong trường hợp N = 1, Định lý 1.1 đưa ra một điều kiện đủ cho bài toán

tìm bao của tập đạt được tiến cho hệ phương trình vi phân tuyến tính có trễ

biến thiên.

Hệ quả 1.2. Xét hệ phương trình vi phân tuyến tính có trễ biến thiên{
ẋ(t) = Ax(t) +Dx(t− τ(t)) +Bω(t), t ≥ 0,

x(s) ≡ ϕ(s), s ∈ [−τ2, 0].
(1.18)

Giả sử rằng tồn tại bảy hằng số dương α, β0, β1, q1, q2, r1, r2, năm ma trận P,Q1, Q2,

R1, R2 ∈ S+n , các ma trận U,W ∈ Rn×n và một ma trận X ∈ R3n×3n sao cho các

điều kiện dưới đây được thỏa mãn:

P ≤ β1In, Q1 ≤ q1In, Q2 ≤ q2In, R1 ≤ r1In, R2 ≤ r2In, (1.19a)

P ≥ 1

β2
0

In, (1.19b)

Φ =

[
R2 X

XT R2

]
≥ 0, (1.19c)

Ω = Ξ−GT
1 F

TR1FG1 − ΓTΦΓ < 0, (1.19d)

κ1µ0 + κ2µ
2 ≤ 1, (1.19e)

ở đó µ0 = 1
λmin(E) , và

Ξ = eT1 (PA+ ATP + αP + UA+ ATUT +Q1)e1

+ eT2
(
−e−ατ1Q1 + e−ατ1Q2

)
e2 − e−ατ2eT4Q2e4

+ eT11
(
τ 21R1 + τ 212R2 −W −W T

)
e11 + eT1 PDe3 + eT3D

TPe1
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+ eT1 PBe12 + eT12B
TPe1 − eT1Ue11 − eT11UT e1 + eT1UDe3 + eT3D

TUT e1

+ eT1UBe12 + eT12B
TUT e1 + eT11WAe1 + eT1A

TW T e11

+ eT11WDie3 + eT3D
TW T e11 + eT11WBe12 + eT12B

TW T e11 −
α

ω2
eT12e12,

κ1 = β1 +
q1(1− e−ατ1) + q2 (e−ατ1 − e−ατ2)

α
,

κ2 = r1τ1

(
τ1
α

+
1

α2

(
e−ατ1 − 1

))
+ r2τ12

(
τ12
α

+
1

α2

(
e−ατ2 − e−ατ1

))
.

Khi đó tập đạt được tiến của hệ (1.18) được bao bởi hình cầu B(0, β0) := {x ∈
Rn : ‖x‖ ≤ β0}.

Nhận xét 1.3. Chú ý rằng trong bài báo [67], các tác giả nghiên cứu bài toán

tìm bao của tập đạt được tiến của hệ phương trình vi phân tuyến tính (1.18)

trong trường hợp độ trễ là hàm khả vi liên tục với đạo hàm τ̇(t) thỏa mãn điều

kiện dm ≤ τ̇(t) ≤ dM ≤ 1, ở đó dm và dM là các hằng số cho trước. Khác với kết

quả trong bài báo này, Hệ quả 1.2 giải bài toán tìm bao của tập đạt được tiến

của hệ phương trình vi phân tuyến tính (1.18) trong trường hợp độ trễ là hàm

liên tục nhưng không nhất thiết khả vi. Do đó có thể nói Hệ quả 1.2 như là một

mở rộng tự nhiên cho kết quả của bài báo trong [67].

Ngoài ra, khi ω(t) = 0,∀t ≥ 0, Định lý 1.1 đưa ra một điều kiện đủ cho tính

ổn định mũ của hệ phương trình vi phân tuyến tính chuyển mạch có trễ biến

thiên (1.1). Chú ý rằng bài toán nghiên cứu tính ổn định theo nghĩa Lyapunov

cho lớp hệ phương trình vi phân chuyển mạch có trễ đã nhận được sự quan tâm

nghiên cứu của nhiều nhà khoa học (xem [40, 76] và các tài liệu tham khảo trong

đó). Gần đây, bài toán nghiên cứu tính ổn định mũ và ổn định hóa được dạng

mũ cho hệ phương trình vi phân tuyến tính chuyển mạch có trễ được nghiên cứu

trong [35]. Hệ quả dưới đây đưa ra một điều kiện đủ cải tiến cho tính ổn định

mũ của hệ phương trình vi phân tuyến tính chuyển mạch có trễ biến thiên (1.1)

khi véc tơ nhiễu ω(t) ≡ 0.

Hệ quả 1.3. Hệ (1.1) với véc tơ nhiễu ω(t) ≡ 0, là ổn định mũ với tốc độ

mũ α∗ = α
2 ≥ 0 nếu tồn tại năm ma trận P,Q1, Q2, R1, R2 ∈ S+n , các ma trận

Ui,Wi ∈ Rn×n(i = 1, . . . , N) và một ma trận X ∈ R3n×3n sao cho các điều kiện

sau đây được thỏa mãn:

(i) Hệ thống các ma trận {Li(Ui)}, (i = 1, 2, . . . , N) là đầy đủ chặt, tức là tồn
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tại các số εi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , N,
N∑
i=1

εi > 0 sao cho

N∑
i=1

εiLi(Ui) < 0, (1.20)

(ii) Với i = 1, 2, . . . , N,

Φ =

[
R2 X

XT R2

]
≥ 0, (1.21a)

Σi = Ψi −GT
1 F

TR1FG1 − ΓTΦΓ < 0, (1.21b)

ở đó

Ψi = eT1 (PAi + ATi P + αP +Q1)e1 + eT2
(
−e−ατ1Q1 + e−ατ1Q2

)
e2

− e−ατ2eT4Q2e4 + eT11
(
τ 21R1 + τ 212R2 −Wi −W T

i

)
e11

+ eT1 PDie3 + eT3D
T
i Pe1 − eT1Uie11 − eT11UT

i e1

+ eT1UiDie3 + eT3D
T
i U

T
i e1 + eT11WiAie1 + eT1A

T
i W

T
i e11

+ eT11WiDie3 + eT3D
T
i W

T
i e11.

Ngoài ra, quy tắc chuyển mạch được chọn như sau σ(x(t)) = i ∈ N khi mà

x(t) ∈ Si.

Tiếp theo, chúng tôi nghiên cứu bài toán tìm bao của tập đạt được lùi cho

hệ phương trình vi phân tuyến tính chuyển mạch có trễ biến thiên (1.1). Cụ

thể hơn, chúng tôi sẽ đưa ra một điều kiện đủ cho việc tồn tại một hình cầu

B(0, µ0) := {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ µ0} chứa tập đạt được lùi của hệ (1.1)-(1.4) tương

ứng với một tập mục tiêu cho trước Λ0 = {x ∈ Rn : xTFx ≤ 1}, ở đó F là một

ma trận đối xứng, xác định dương cho trước dưới luật chuyển mạch thích hợp

σ(.). Bằng các kỹ thuật tương tự như Định lý 1.1, chúng tôi thu được kết quả

sau đây:

Định lý 1.2. Giả sử rằng tồn tại bảy hằng số dương α, µ0, β1, q1, q2, r1, r2, năm

ma trận P,Q1, Q2, R1, R2 ∈ S+n , các ma trận Ui,Wi ∈ Rn×n(i = 1, . . . , N) và

một ma trận X ∈ R3n×3n sao cho điều kiện (i) trong Định lý 1.1 và các điều

kiên sau đây

P ≤ β1In, Q1 ≤ q1In, Q2 ≤ q2In, R1 ≤ r1In, R2 ≤ r2In, (1.22a)

P − F > 0, (1.22b)
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Φ =

[
R2 X

XT R2

]
≥ 0, (1.22c)

Ωi = Ξi −GT
1 F

TR1FG1 − ΓTΦΓ < 0, i = 1, 2, . . . , N, (1.22d)

κ1µ
2
0 + κ2µ

2 ≤ 1, (1.22e)

đúng. Khi đó tập đạt được lùi của hệ (1.1) được bao bởi hình cầu B(0, µ0) =

{x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ µ0} dưới luật chuyển mạch cho bởi σ(x(t)) = i ∈ N khi mà

x(t) ∈ Si.

Nhận xét 1.4. Tương tự như Nhận xét 1.1, ta có bài toán tối ưu lồi sau để tìm

bao lớn nhất có thể µ0 :

(OP2) : maxµ0

(i), (1.22a)− (1.22e).

Sau đây, chúng tôi đưa ra một vài ví dụ minh họa cho kết quả lý thuyết.

Ví dụ 1.1. Xét hệ phương trình vi phân tuyến tính chuyển mạch (1.1) với hai

hệ con và các số liệu cho bởi như sau

A1 =

[
−2 0

0 −0.7

]
, D1 =

[
−1 0.1

−1 −0.9

]
, B1 =

[
−0.5

1

]
,

A2 =

[
−2 0

0.1 −1

]
, D2 =

[
−1.5 0.2

−0.5 −1

]
, B2 =

[
−0.5

0.5

]
và ‖ω(t)‖ ≤ 1. Độ trễ τ(t) là hàm liên tục thỏa mãn τ(t) ∈ [τ1, 0.7]. Trong ví dụ

này, chúng tôi thiết kế quy tắc chuyển mạch và tìm bao của tập đạt được trong

hai trường hợp:

(a) Cho trước µ = 1. Tìm luật chuyển mạch phù hợp và bao nhỏ nhất có thể có

chứa tập đạt được tiến tương ứng với tập ban đầu cho trước Ω0 ≡ B(0, 1).

(b) Cho trước µ = 1. Tìm luật chuyển mạch phù hợp và bao lớn nhất có thể có

của tập đạt được lùi tương ứng với tập mục tiêu cho trước Λ0 ≡ B(0, 2).

Lời giải:

(a) Sử dụng Định lý 1.1 kết hợp với Nhận xét 1.1, hình cầu nhỏ nhất có thể

B(0, β0), chứa tập đạt được tiến của hệ ứng với tập điều kiện ban đầu cho trước

Ω0 ≡ B(0, 1) được cho trong Bảng 1.1 với các giá trị nhỏ nhất có thể của β0 với

các giá trị khác nhau của τ1.

Để minh họa bằng hình vẽ, ta chọn độ trễ τ(t) = 0.3+0.4 sin2
(
10t
4

)
, véc tơ nhiễu

ω(t) ∈ {a sin(t), a = −1,−0.9, . . . , 0.9, 1} ∪ {−1,−0.9, . . . , 0.9, 1}, điều kiện ban

đầu (x1(t), x2(t))
T ∈ {(b sin(t/2),±

√
1− b2 cos(t/2)), b = −1,−0.9, . . . , 0.9, 1}∪
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Bảng 1.1: Giá trị nhỏ nhất có thể của β0 ứng với các giá trị khác nhau của τ1

τ1 0 0.1 0.2 0.3

Định lý 1.1 1.400 1.358 1.355 1.350

{(b,±
√

1− b2), b = −1,−0.9, . . . , 0.9, 1}. Ta thấy các điều kiện trong Định lý

1.1 và Nhận xét 1.1 được thỏa mãn với α = 0.455, ε1 = 0.05, ε2 = 0.95, β0 =

1.350, β1 = 0.5934, q1 = 0.4138, q2 = 0.5565, r1 = 2.5128, r2 = 0.9961, và

P =

[
0.5793 −0.0054

−0.0054 0.5614

]
, Q1 =

[
0.3782 0.0113

0.0113 0.1657

]
, Q2 =

[
0.4692 0.1090

0.1090 0.3199

]
,

R1 =

[
0.8572 0.1805

0.1805 0.7173

]
, R2 =

[
0.7557 0.0087

0.0087 0.7055

]
, U1 =

[
−0.3227 0.1774

−0.0037 −0.3333

]
,

U2 =

[
0.0914 0.1750

−0.0617 0.1377

]
, W1 =

[
0.2371 0.0877

−0.0091 0.2104

]
, W2 =

[
0.2177 0.0333

0.0127 0.3597

]
,

X =



−0.4403 −0.0973 0.0014 0.0009 0.0006 −0.0002

−0.1361 −0.1964 −0.0006 −0.0001 −0.0006 0.0005

0.0019 0.0010 −0.0031 −0.0001 −0.0045 −0.0001

0.0005 0.0004 −0.0001 −0.0025 −0.0001 −0.0039

0.0010 −0.0002 0.0044 0.0001 0.0074 0.0002

−0.0003 0.0014 0.0001 0.0039 0.0002 0.0065


.

Các tập S1, S2 trong Định lý 1.1 được xác định như sau

S1 = {x = (x1, x2) ∈ R2 : 1.2910x21 − 0.2334x1x2 + 0.4666x22 ≤ 0},
S2 = {x = (x1, x2) ∈ R2 : 1.2910x21 − 0.2334x1x2 + 0.4666x22 > 0, (x1, x2) 6= (0, 0)}.

Luật chuyển mạch giữa hai hệ con được chọn như sau

σ(x(t)) =

{
1 nếu x(t) ∈ S1,

2 nếu x(t) ∈ S2.

Theo Định lý 1.1, quỹ đạo của véc tơ trạng thái bắt đầu từ trong hình cầu

B(0, 1) của hệ được bao bởi hình cầu B(0, 1.350). Hình 1.1 và 1.2 chỉ ra rằng

hình cầu B(0, 1.350) chứa tập đạt được tiến tương ứng với tập điều kiện đầu

Ω0 ≡ B(0, 1) của hệ.
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Hình 1.1: Hình cầu B(0, 1.350) chứa tập đạt được tiến tương ứng với tập điều kiện
đầu Ω0 ≡ B(0, 1) của hệ con 1

 

Hình 1.2: Hình cầu B(0, 1.350) chứa tập đạt được tiến tương ứng với tập điều kiện
đầu Ω0 ≡ B(0, 1) của hệ con 2
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Bảng 1.2: Giá trị lớn nhất có thể có của µ0 ứng với các giá trị khác nhau của τ1

τ1 0 0.1 0.2 0.3

Định lý 1.2 1.650 1.705 1.750 1.755

(b) Sử dụng Định lý 1.2 kết hợp với Nhận xét 1.4, chúng tôi tìm hình cầu lớn

nhất có thể có B(0, µ0) chứa tập đạt được lùi tương ứng với tập mục tiêu cho

trước Λ0 ≡ B(0, 2). Bảng 1.2 liệt kê các giá trị lớn nhất có thể có của µ0 với các

giá trị khác nhau của τ1.

Để minh họa bằng hình vẽ, ta chọn độ trễ τ(t) = 0.3 + 0.4 sin2
(
10t
4

)
, véc

 

Hình 1.3: Hình cầu B(0, 2) chứa tất cả các véc tơ trạng thái của hệ con thứ 1 với điều
kiện ban đầu nằm trong hình cầu Ω0 ≡ B(0, 1.755)

tơ nhiễu ω(t) ∈ {−1,−0.9, . . . , 0.9, 1}, (x1(t), x2(t))
T ∈ {(b,±

√
1− b2), b =

−1.3, . . . , 1.3} là điều kiện ban đầu. Ta thấy các điều kiện trong Định lý 1.2 và

Nhận xét 1.4 được thỏa mãn với α = 0.455, ε1 = 0.05, ε2 = 0.95, µ0 = 1.755, β1 =

0.2515, q1 = 0.0090, q2 = 0.1950, r1 = 0.5485, r2 = 0.2502, và

P =

[
0.2508 −0.0001

−0.0001 0.2506

]
, Q1 =

[
0.0075 0.0000

0.0000 0.0032

]
, Q2 =

[
0.1731 0.0484

0.0484 0.0815

]
,

R1 =

[
0.4469 0.0651

0.0651 0.2407

]
, R2 =

[
0.2311 0.0181

0.0181 0.1819

]
, U1 =

[
−0.1311 0.1260

0.0303 −0.2386

]
,

U2 =

[
0.0357 0.0812

−0.0246 0.0324

]
, W1 =

[
0.1078 0.0205

−0.0294 0.1138

]
, W2 =

[
0.0804 0.0055

0.0101 0.1126

]
,
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Hình 1.4: Hình cầu B(0, 2) chứa tất cả các véc tơ trạng thái của hệ con thứ 2 với điều
kiện ban đầu nằm trong hình cầu Ω0 ≡ B(0, 1.755)

X =



−0.1548 −0.0314 0.0003 0.0001 0.0001 0.0000

−0.0477 −0.0648 −0.0000 0.0001 −0.0000 0.0000

0.0000 −0.0001 −0.0000 0.0000 −0.0000 0.0000

0.0000 −0.0002 −0.0000 −0.0000 −0.0000 −0.0000

−0.0000 −0.0000 −0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.0000 −0.0000 −0.0000 −0.0000 −0.0000 −0.0000


.

Các tập S1, S2 trong Định lý 1.2 được xác định như sau

S1 = {x = (x1, x2) ∈ R2 : 0.5245x21 − 0.2974x1x2 + 0.3340x22 ≤ 0},
S2 = {x = (x1, x2) ∈ R2 : 0.5245x21 − 0.2974x1x2 + 0.3340x22 > 0, (x1, x2) 6= (0, 0)}.

Luật chuyển mạch giữa hai hệ con được cho bởi

σ(x(t)) =

{
1 nếu x(t) ∈ S1,

2 nếu x(t) ∈ S2.

Theo Định lý 1.2, mọi quỹ đạo của véc tơ trạng thái bắt đầu từ trong hình cầu

B(0, 1.755) đều nằm trong hình cầu B(0, 2). Các hình 1.3, 1.4 chỉ ra rằng hình

cầu B(0, 2) chứa tất cả các véc tơ trạng thái của hệ con 1 và hệ con 2 với mọi

véc tơ điều kiện ban đầu của hệ nằm trong hình cầu Ω0 ≡ B(0, 1.755).
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Bảng 1.3: So sánh cận trên τ2 với α∗ = 0 và các giá trị khác nhau của τ1

τ1 0 0.4 1

Lien C.H. cùng các cộng sự [39] 0.687 0.856 1.335
Zhang D., Yu L. [76] 1.253 1.368 1.708
Hệ quả 1.3 1.619 1.777 2.187

Bảng 1.4: So sánh cận trên τ2 với α∗ = 0.3 và các giá trị khác nhau của τ1

τ1 0 0.4 0.5

Lien C.H. cùng các cộng sự [39] 0.442 0.490 0.518
Zhang D., Yu L. [76] 0.832 0.869 0.878
Hệ quả 1.3 1.165 1.283 1.312

Ví dụ 1.2. Xét hệ phương trình vi phân tuyến tính chuyển mạch có trễ biến

thiên (1.1), trong đó ω(t) ≡ 0 với hai hệ con và các tham số được lấy trong các

bài báo trong [35, 39, 76]:

A1 = A2 =

[
−1 0

0 −1

]
, D1 =

[
0 0.5

−1 0

]
, D2 =

[
0 1

−0.5 0

]
.

Mục đích của ví dụ này là để so sánh kết quả của chúng tôi với những kết quả

đã có (xem [35, 39, 76]) khi nghiên cứu tính ổn định mũ của lớp hệ phương trình

vi phân tuyến tính chuyển mạch có trễ.

Để so sánh với kết quả trong [39, 76], ta sử dụng Hệ quả 1.3. Bảng 1.3 và 1.4

cho ta so sánh về cận trên τ2 của độ trễ với các giá trị α∗ = 0 và α∗ = 0.3. Rõ

ràng từ Bảng 1.3 và 1.4, tiêu chuẩn thu được trong kết quả chúng tôi là ít bảo

thủ hơn các kết quả trong [39, 76].

Bây giờ, chúng tôi đi so sánh kết quả của chúng tôi với kết quả Li Z. cùng

các cộng sự [35]. Trước hết, ta cho τ1 = 0. Bảng 1.5 cho ta sự so sánh về cận

trên τ2 với các giá trị khác nhau của α∗ giữa kết quả trong Hệ quả 1.3 và kết

quả của Li Z. cùng các cộng sự [35]. Sau đó, cho τ1 = 0. Bảng 1.6 cho ta sự so

sánh về tốc độ hội tụ mũ α∗ với các giá trị khác nhau của τ2 giữa kết quả trong

Hệ quả 1.3 và kết quả của Li Z. cùng các cộng sự [35]. Từ Bảng 1.5 và 1.6, ta

thấy kết quả thu được trong Hệ quả 1.3 ít bảo thủ hơn kết quả trong [35]
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Bảng 1.5: So sánh cận trên τ2 với τ1 và các giá trị khác nhau của α∗

α∗ 0.1 0.14 0.2 0.24 0.3

Li Z. cùng các cộng sự [35] 0.842 0.804 0.752 0.720 0.674
Hệ quả 1.3 1.4414 1.3299 1.2930 1.2398 1.1656

Bảng 1.6: So sánh cận trên α∗ với τ1 = 0 và các giá trị khác nhau của τ2

τ2 0.7 0.65 0.6 0.55

Li Z. cùng các cộng sự [35] 0.133 0.167 0.240 0.244
Hệ quả 1.3 0.387 0.420 0.455 0.492

1.3. Bài toán tìm bao của tập đạt được của mạng nơ
ron tổng quát có trễ

Xét mạng nơ ron tổng quát có trễ biến thiên{
ẋ(t) = −Ax(t) +Df(Wx(t)) +D1f(Wx(t− τ(t))) +Bω(t), t ≥ 0,

x(s) ≡ ϕ(s), s ∈ [−τ2, 0],
(1.23)

ở đó x(t) = [x1(t) x2(t) . . . xn(t)]
T ∈ Rn là véc tơ trạng thái của mạng nơ ron,

f(.) = [f1(.) f2(.) . . . fn(.)]
T ∈ Rn là các hàm kích hoạt,A = diag{a1, a2, . . . , an},

ai > 0(i = 1, . . . , n), D,D1,W ∈ Rn×n là các ma trận trọng số liên kết các nơ

ron của mạng và B ∈ Rn×m là ma trận hằng số cho trước, τ(t) là hàm trễ thỏa

mãn điều kiện dưới đây
0 ≤ τ1 ≤ τ(t) ≤ τ2. (1.24)

Hàm ϕ(s) ∈ C1([−τ2, 0],Rn) là điều kiện ban đầu thỏa mãn điều kiện dưới đây

max
s∈[−τ2,0]

ϕ̇T (s)ϕ̇(s) ≤ µ2. (1.25)

Véc tơ nhiễu ω(t) ∈ Rm, là không biết nhưng thỏa mãn điều kiện sau

ωT (t)ω(t) ≤ ω2, ∀t ≥ 0, (1.26)

ở đó τ1, τ2, µ, ω là các hằng số không âm. Ngoài ra, các hàm kích hoạt fi(.) trong

(1.23) thỏa mãn giả thiết dưới đây

Giả thiết 1.1. Các hàm f(.) trong (1.23) liên tục, bị chặn và thỏa mãn điều

kiện sau đây

l−i ≤
fi(x)− fi(y)

x− y
≤ l+i , i = 1, . . . , n, (1.27)
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ở đó fi(0) = 0, x, y ∈ R, x 6= y, l−i và l+i là các số thực.

Nhận xét 1.5. Các hàm kích hoạt của mạng nơ ron thỏa mãn Giả thiết 1.1

được đưa ra đầu tiên trong [42]. Các hằng số l−i , l
+
i (i = 1, 2, . . . , n) trong Giả

thiết 1.1 có thể là số dương, số âm hoặc bằng 0. Do đó điều kiện này là ít bảo

thủ hơn so với điều kiện Lipschitz.

Định nghĩa 1.3. (i) Cho trước Ω0 ⊂ Rn là một tập lồi đóng, bị chặn chứa điểm

gốc 0. Một tập Ω ⊂ Rn được gọi là tập đạt được tiến (forwards reachable set)

tương ứng với tập ban đầu cho trước Ω0 của hệ (1.23) với các điều kiện (1.24),

(1.25) và (1.26) nếu với mọi điều kiện ban đầu ϕ(s) ∈ Ω0,∀s ∈ [−τ2, 0], nghiệm

của hệ thỏa mãn x(t, ϕ(t), ω(t)) ∈ Ω,∀t ≥ 0.

(ii) Cho trước Λ0 ⊂ Rn là một tập lồi đóng, bị chặn chứa điểm gốc 0. Tập

Λ ⊂ Rn được gọi là tập đạt được lùi (backwards reachable set) tương ứng với

tập mục tiêu Λ0 của hệ (1.23) với các điều kiện (1.24), (1.25) và (1.26) nếu với

mọi hàm điều kiện ban đầu ϕ(s) ∈ Λ,∀s ∈ [−τ2, 0], nghiệm của hệ thỏa mãn

x(t, ϕ(t), ω(t)) ∈ Λ0,∀t ≥ 0.

Để thuận tiện cho việc trình bày các kết quả tiếp theo, ta ký hiệu

ej = [0n×(j−1)n In 0n×(15−j)n 0n×m]T , j = 1, 2, . . . , 15,

e16 = [0m×15n Im]T , τ12 = τ2 − τ1,

các véc tơ χ0(t) = [χT01(t) χT02(t) χT03(t) χT04(t)]
T , ở đó

χ01(t) =


x(t)

x(t− τ1)
x(t− τ(t))

x(t− τ2)

 , χ02(t) =


f(Wx(t))

f(Wx(t− τ(t)))

f(Wx(t− τ2))
f(Wx(t− τ1))

 ,

χ03(t) =


1
τ1

∫ t
t−τ1 x(s)ds

1
τ(t)−τ1

∫ t−τ1
t−τ(t) x(s)ds

1
τ2−τ(t)

∫ t−τ(t)
t−τ2 x(s)ds

2
τ21

∫ t
t−τ1

∫ t
s x(u)duds

 ,

χ04(t) =


2

(τ(t)−τ1)2
∫ t−τ1
t−τ(t)

∫ t−τ1
s x(u)duds

2
(τ2−τ(t))2

∫ t−τ(t)
t−τ2

∫ t−τ(t)
s x(u)duds

ẋ(t)

ω(t)

 ,
R1 = diag{e−ατ1R1, 3e

−ατ1R1, 5e
−ατ1R1},
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R2 = diag{e−ατ2R2, 3e
−ατ2R2, 5e

−ατ2R2},
Σ1 = diag{l−1 , l−2 , . . . , l−n },Σ2 = diag{l+1 , l+2 , . . . , l+n },
Σ3 = diag{l+1 − l−1 , . . . , l+n − l−n },

và các ma trận

G1 =
[
eT1 eT2 eT9 eT12

]T
, G2 =

[
eT2 eT3 eT10 eT13

]T
,

G3 =
[
eT3 eT4 eT11 eT14

]T
, G4 =

[
eT5 − eT1W TΣ1

]T
,

G5 =
[
eT1W

TΣ2 − eT5
]T
, G6 =

[
eT6 − eT3W TΣ1

]T
,

G7 =
[
eT3W

TΣ2 − eT6
]T
,

G8 =
[
eT5 − eT6 − eT1W TΣ1 + eT3W

TΣ1

]T
,

G9 =
[
eT1W

TΣ2 − eT3W TΣ2 − eT5 + eT6
]T
,

G10 =
[
eT5 − eT8 − eT1W TΣ1 + eT2W

TΣ1

]T
,

G11 =
[
eT1W

TΣ2 − eT2W TΣ2 − eT5 + eT8
]T
,

G12 =
[
eT5 − eT7 − eT1W TΣ1 + eT4W

TΣ1

]T
,

G13 =
[
eT1W

TΣ2 − eT4W TΣ2 − eT5 + eT7
]T
,

G14 =
[
eT7 − eT8 − eT4W TΣ1 + eT2W

TΣ1

]T
,

G15 =
[
eT4W

TΣ2 − eT2W TΣ2 − eT7 + eT8
]T
,

G16 =
[
eT7 − eT6 − eT4W TΣ1 + eT3W

TΣ1

]T
,

G17 =
[
eT4W

TΣ2 − eT3W TΣ2 − eT7 + eT6
]T
,

G18 =
[
eT6 − eT8 − eT3W TΣ1 + eT2W

TΣ1

]T
,

G19 =
[
eT3W

TΣ2 − eT2W TΣ2 − eT6 + eT8
]T
,

Ξ1 = eT1
(
−PA− ATP + αP +Q1 − UA− ATUT

)
e1

+ eT2
(
−e−ατ1Q1 + e−ατ1Q2

)
e2 − e−ατ2eT4Q2e4

+ eT15
(
τ 21R1 + τ 212R2 − S − ST

)
e15 −

α

ω2
eT16e16

− eT1Ue15 − eT15UT e1 + eT1UDe5 + eT5D
TUT e1

+ eT1UD1e6 + eT6D
T
1 U

T e1 + eT1UBe16 + eT16B
TUT e1

− eT15SAe1 − eT1ATST e15 + eT15SDe5 + eT5D
TST e15

+ eT15SD1e6 + eT6D
T
1 S

T e15 + eT15SBe16 + eT16B
TST e15

+ eT1 PDe5 + eT5D
TPe1 + eT1 PD1e6 + eT6D

T
1 Pe1



26

+ eT1 PBe16 + eT16B
TPe1 − eT5 (Θ2 −Θ1)We15

− eT15W T (Θ2 −Θ1)e5 + eT1W
T (Σ2Θ2 − Σ1Θ1)We15

+ eT15W
T (Σ2Θ2 − Σ1Θ1)We1,

Ξ2 = GT
4 Λ1G5 +GT

5 Λ1G4, Ξ3 = GT
6 Λ2G7 +GT

7 Λ2G6,

Ξ4 = GT
8 Λ3G9 +GT

9 Λ3G8, Ξ5 = GT
10Λ4G11 +GT

11Λ4G10,

Ξ6 = GT
12Λ5G13 +GT

13Λ5G12, Ξ7 = GT
14Λ6G15 +GT

15Λ6G14,

Ξ8 = GT
16Λ7G17 +GT

17Λ7G16, Ξ9 = GT
18Λ8G19 +GT

19Λ8G18,

F =

In −In 0 0

In In −2In 0

In −In 6In −6In

 , Γ = col{FG2, FG3}.

Định lý dưới đây đưa ra một điều kiện đủ cho sự tồn tại bao của tập đạt được tiến

ứng với tập ellipsoid cho trước Ω0 = {ϕ(s) ∈ C1([−τ2, 0],Rn) : ϕT (s)Eϕ(s) ≤
1,∀s ∈ [−τ2, 0]}, ở đó E là một ma trận đối xứng, xác định dương cho trước,

đối với mạng nơ ron tổng quát (1.23).

Định lý 1.3. Giả sử rằng Giả thiết 1.1 được thỏa mãn. Nếu tồn tại chín hằng

số dương α, β0, β1 , q1, q2, r1, r2, θ1, θ2, năm ma trận P,Q1, Q2, R1, R2 ∈ S+n , mười

ma trận Θ1,Θ2,Λj(j = 1, . . . , 8) ∈ D+
n , hai ma trận U, S ∈ Rn×n và một ma trận

X ∈ R3n×3n sao cho các điều kiện dưới đây thỏa mãn

P ≤ β1In, Q1 ≤ q1In, Q2 ≤ q2In, R1 ≤ r1In, R2 ≤ r2In, (1.28a)

Θ1 ≤ θ1In, Θ2 ≤ θ2In, (1.28b)

P ≥ 1

β2
0

In, (1.28c)

Φ =

[
R2 X

XT R2

]
≥ 0, (1.28d)

Ω =
9∑

k=1

Ξk −GT
1 F

TR1FG1 − ΓTΦΓ < 0, (1.28e)

κ1µ0 + κ2µ
2 ≤ 1, (1.28f)

ở đó µ0 = 1
λmin(E) , và

κ1 = β1 +
q1(1− e−ατ1) + q2 (e−ατ1 − e−ατ2)

α
+ (θ1 + θ2)λmax

(
W TΣ3W

)
,

κ2 = r1τ1

(
τ1
α

+
1

α2

(
e−ατ1 − 1

))
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+ r2τ12

(
τ12
α

+
1

α2

(
e−ατ2 − e−ατ1

))
,

thì tập đạt được tiến của hệ (1.23) được bao bởi hình cầu B(0, β0) := {x ∈ Rn :

‖x‖ ≤ β0}.

Chứng minh. Xét hàm Lyapunov–Krasovskii sau đây

V (xt) = V1(xt) + V2(xt) + V3(xt),

ở đó

V1(xt) = xT (t)Px(t) + 2e−αt
n∑
i=1

θ1i

∫ W ix(t)

0

(
fi(s)− l−i s

)
ds

+ 2e−αt
n∑
i=1

θ2i

∫ W ix(t)

0

(
l+i s− fi(s)

)
ds

V2(xt) =

∫ t

t−τ1
eα(s−t)xT (s)Q1x(s)ds

+

∫ t−τ1

t−τ2
eα(s−t)xT (s)Q2x(s)ds,

V3(xt) = τ1

∫ 0

−τ1

∫ t

t+s

eα(u−t)ẋT (u)R1ẋ(u)duds

+ τ12

∫ −τ1
−τ2

∫ t

t+s

eα(u−t)ẋT (u)R2ẋ(u)duds,

ở đó P,Q1, Q2, R1, R2 ∈ S+n ,Θ1 = diag{θ11, . . . , θ1n},Θ2 = diag{θ21, . . . , θ2n} ∈
D+
n ,Λj = diag{λj1, . . . , λjn} ∈ D+

n (j = 1, . . . , 8) và W i ký hiệu là hàng thứ i của

ma trận W ∈ Rn×n. Từ điều kiện (1.28c), ta có bất đẳng thức dưới đây đúng

V (xt) ≥
‖x(t)‖2

β2
0

, ∀t ≥ 0. (1.29)

Từ ràng buộc

−ẋ(t)− Ax(t) +Df(Wx(t)) +D1f(Wx(t− τ(t))) +Bω(t) = 0,

ta có [
2xT (t)U + 2ẋT (t)S

] [
− ẋ(t)− Ax(t) +Df(Wx(t))

+D1f(Wx(t− τ(t))) +Bω(t)

]
= 0. (1.30)
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Lấy đạo hàm của V (xt) theo t dọc theo quỹ đạo nghiệm của hệ (1.23) và sử

dụng điều kiện (1.30), ta thuc được ước lượng dưới đây

V̇ (xt) + αV (xt)−
α

ω2
ωT (t)ω(t)

≤ χT0 (t)Ξ1χ0(t)− τ1e−ατ1
∫ t

t−τ1
ẋT (s)R1ẋ(s)ds

− τ12e−ατ2
∫ t−τ1

t−τ2
ẋT (s)R2ẋ(s)ds. (1.31)

Áp dụng Bổ đề 1.1, ta thu được đánh giá dưới đây

−τ1e−ατ1
∫ t

t−τ1
ẋT (s)R1ẋ(s)ds ≤ −χT0 (t)GT

1 F
TR1FG1χ0(t). (1.32)

Tách tích phân sau thành tổng của hai tích phân

− τ12e−ατ2
∫ t−τ1

t−τ2
ẋT (s)R2ẋ(s)ds

= −τ12e−ατ2
∫ t−τ(t)

t−τ2
ẋT (s)R2ẋ(s)ds

− τ12e−ατ2
∫ t−τ1

t−τ(t)
ẋT (s)R2ẋ(s)ds

và sử dụng các Bổ đề 1.1 và 1.2, tích phân thứ hai trong biểu thức (1.31) có thể

ước lượng như sau

− τ12e−ατ2
∫ t−τ1

t−τ2
ẋT (s)R2ẋ(s)ds

≤ − τ12
τ(t)− τ1

χT0 (t)GT
2 F

TR2FG2χ0(t)

− τ12
τ2 − τ(t)

χT0 (t)GT
3 F

TR2FG3χ0(t)

= −χT0 (t)ΓT

[
τ12

τ(t)−τ1R2 0

0 τ12
τ2−τ(t)R2

]
Γχ0(t)

≤ −χT0 (t)ΓT
[
R2 X

XT R2

]
Γχ0(t)

= −χT0 (t)ΓTΦΓχ0(t). (1.33)
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Từ điều kiện (1.27), với bất kỳ λji ≥ 0, j = 1, . . . , 8, i = 1, . . . , n, ta có

2
[
fi(W

ix(t))− l−i W
ix(t)

]
λ1i
[
l+i W

ix(t)− fi(W ix(t))
]
≥ 0;

2
[
fi(W

ix(t− τ(t)))− l−i W
ix(t− τ(t))

]
λ2i

×
[
l+i W

ix(t− τ(t))− fi(W ix(t− τ(t)))
]
≥ 0;

2
[
fi(W

ix(t))− fi(W ix(t− τ(t)))

− l−i W
i (x(t)− x(t− τ(t)))

]
λ3i
[
l+i W

i (x(t)− x(t− τ(t)))

− fi(W ix(t)) + fi(W
ix(t− τ(t)))

]
≥ 0;

2
[
fi(W

ix(t))− fi(W ix(t− τ1))− l−i W
i (x(t)− x(t− τ1))

]
× λ4i

[
l+i W

i (x(t)− x(t− τ1))
]
≥ 0;

2
[
fi(W

ix(t))− fi(W ix(t− τ2))− l−i W
i (x(t)− x(t− τ2))

]
× λ5i

[
l+i W

i(x(t)− x(t− τ2))− fi(W ix(t))

+ fi(W
ix(t− τ2))

]
≥ 0;

2
[
fi(W

ix(t− τ2))− fi(W ix(t− τ1))
− l−i W

i(x(t− τ2)− x(t− τ1))
]
λ6i

×
[
l+i W

i(x(t− τ2)− x(t− τ1))− fi(W ix(t− τ2))
+ fi(W

ix(t− τ1))
]
≥ 0;

2
[
fi(W

ix(t− τ2))− fi(W ix(t− τ(t)))

− l−i W
i(x(t− τ2)− x(t− τ(t)))

]
λ7i

×
[
l+i W

i(x(t− τ2)− x(t− τ(t)))− fi(W ix(t− τ2))
+ fi(W

ix(t− τ(t)))
]
≥ 0;

2
[
fi(W

ix(t− τ(t)))− fi(W ix(t− τ1))
− l−i W

i(x(t− τ(t))− x(t− τ1))
]
λ8i

×
[
l+i W

i(x(t− τ(t))− x(t− τ1))− fi(W ix(t− τ(t)))

+ fi(W
ix(t− τ1))

]
≥ 0, i = 1, 2, . . . , n, (1.34)

điều này suy ra

2χT0 (t)GT
4 Λ1G5χ0(t) ≥ 0;

2χT0 (t)GT
6 Λ2G7χ0(t) ≥ 0;

2χT0 (t)GT
8 Λ3G9χ0(t) ≥ 0;

2χT0 (t)GT
10Λ4G11χ0(t) ≥ 0;

2χT0 (t)GT
12Λ5G13χ0(t) ≥ 0;

2χT0 (t)GT
14Λ6G15χ0(t) ≥ 0;
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2χT0 (t)GT
16Λ7G17χ0(t) ≥ 0;

2χT0 (t)GT
18Λ8G19χ0(t) ≥ 0. (1.35)

Do đó, từ (1.31) tới (1.35), ta thu được đánh giá dưới đây

V̇ (xt) + αV (xt)−
α

ω2
ωT (t)ω(t) ≤ χT0 (t)Ωχ0(t). (1.36)

Từ (1.28d), (1.28e) và (1.36), ta có

V̇ (xt) + αV (xt)−
α

ω2
ωT (t)ω(t) ≤ 0. (1.37)

Sử dụng (1.28a), (1.28b), (1.28f) và bằng một số tính toán trực tiếp, ta có

V (x0) ≤ κ1‖ϕ(0)‖2 + κ2µ
2 ≤ κ1µ0 + κ2µ

2 ≤ 1.

Điều này suy ra V (xt) ≤ 1 theo như Bổ đề 1.3. Sử dụng bất đẳng thức (1.29),

ta thu được đánh giá sau

‖x(t)‖ ≤ β0, ∀t ≥ 0.

Định lý được chứng minh hoàn toàn.

Nhận xét 1.6. Chú ý rằng khi ta cố định các số α và β0 thì các bất đẳng thức

ma trận (1.28a)-(1.28e) trở thành bất đẳng thức ma trận tuyến tính (LMIs). Do

đó, ta có thể kết hợp phương pháp tìm kiếm hai chiều kết hợp với thuật toán tối

ưu lồi trong MATLABs LMI Control Toolbox (xem [14]) để giải các bất đẳng

thức ma trận này. Tương tự như trong bài báo [67], để tìm bao nhỏ nhất của

tập đạt được tiến của hệ (1.23) ứng với tập ban đầu cho trước Ω0 = {ϕ(s) ∈
C1([−τ2, 0],Rn) : ϕT (s)Eϕ(s) ≤ 1,∀s ∈ [−τ2, 0]}, tức là tìm giá trị nhỏ nhất có

thể có của β0, ta đi giải bài toán tối ưu lồi sau đây:

(OP3) : min β0.

(1.28a)− (1.28e).

Nhận xét 1.7. Trong [81], các tác giả nghiên cứu bài toán tìm bao của tập đạt

được cho một lớp mạng nơ ron bằng cách sử tiếp cận sử dụng định lý Razumikhin

và xét trường hợp độ trễ là hàm liên tục có cận dưới là 0. Trong khi đó, Định

lý 1.3 giải bài toán tìm bao của tập đạt được tiến trong trường hợp độ trễ biến

thiên trên một khoảng [τ1, τ2] với τ1 ≥ 0 bằng cách sử dụng phương pháp hàm

Lyapunov-Krasovskii. Ngoài ra, chúng tôi còn xét lớp hệ tổng quát hơn và bài

toán tổng quát hơn so với kết quả nghiên cứu trong [81].
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Ngoài ra, khi ω(t) = 0,∀t ≥ 0, Định lý 1.3 quy về một điều kiện đủ cho tính

ổn định mũ của mạng nơ ron tổng quát (1.23).

Hệ quả 1.4. Giả sử rằng Giả thiết 1.1 được thỏa mãn. Hệ (1.23) với ω(t) ≡ 0,

ổn định mũ với tốc độ hội tụ mũ α∗ = α
2 > 0 nếu tồn tại năm ma trận P,Q1, Q2,

R1, R2 ∈ S+n , mười ma trận Θ1,Θ2,Λj (j = 1, . . . , 8) ∈ D+
n , hai ma trận U, S ∈

Rn×n và một ma trận X ∈ R3n×3n sao cho các điều kiện dưới đây được thỏa

mãn:

Φ =

[
R2 X

XT R2

]
≥ 0, (1.38a)

Σ = Ψ1 +
9∑

k=2

Ξk −GT
1 F

TR1FG1 − ΓTΦΓ < 0, (1.38b)

ở đó

Ψ1 = eT1
(
−PA− ATP + αP +Q1 − UA− ATUT

)
e1

+ eT2
(
−e−ατ1Q1 + e−ατ1Q2

)
e2 − e−ατ2eT4Q2e4

+ eT15
(
τ 21R1 + τ 212R2 − S − ST

)
e15

− eT1Ue15 − eT15UT e1 + eT1UDe5 + eT5D
TUT e1

+ eT1UD1e6 + eT6D
T
1 U

T e1

− eT15SAe1 − eT1ATST e15 + eT15SDe5 + eT5D
TST e15

+ eT15SD1e6 + eT6D
T
1 S

T e15 + eT15SBe16 + eT16B
TST e15

+ eT1 PDe5 + eT5D
TPe1 + eT1 PD1e6 + eT6D

T
1 Pe1

− eT5 (Θ2 −Θ1)We15 − eT15W T (Θ2 −Θ1)e5

+ eT1W
T (Σ2Θ2 − Σ1Θ1)We15

+ eT15W
T (Σ2Θ2 − Σ1Θ1)We1.

Tiếp theo, chúng tôi nghiên cứu bài toán tìm bao của tập đạt được lùi cho

hệ (1.23). Cụ thể hơn, chúng tôi sẽ đưa ra một điều kiện đủ cho việc tồn tại một

hình cầu B(0, µ0) := {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ µ0} chứa tập đạt được lùi của hệ (1.23)-

(1.26) tương ứng với một tập mục tiêu cho trước Λ0 = {x ∈ Rn : xTFx ≤ 1},
ở đó F là một ma trận đối xứng, xác định dương cho trước. Bằng các kỹ thuật

tương tự như Định lý 1.3, chúng tôi thu được kết quả sau đây:

Định lý 1.4. Giả sử Giả thiết 1.1 được thỏa mãn. Nếu tồn tại chín hằng số

dương α, µ0, β1 , q1, q2, r1, r2, θ1, θ2, năm ma trận P,Q1, Q2, R1, R2 ∈ S+n , mười
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ma trận Θ1,Θ2,Λj(j = 1, . . . , 8) ∈ D+
n , hai ma trận U, S ∈ Rn×n và một ma

trận X ∈ R3n×3n sao cho các điều kiện dưới đây được thỏa mãn

P ≤ β1In, Q1 ≤ q1In, Q2 ≤ q2In, R1 ≤ r1In, R2 ≤ r2In, (1.39a)

Θ1 ≤ θ1In, Θ2 ≤ θ2In, (1.39b)

Φ =

[
R2 X

XT R2

]
≥ 0, (1.39c)

P − F > 0, (1.39d)

Ω =
9∑

k=1

Ξk −GT
1 F

TR1FG1 − ΓTΦΓ < 0, (1.39e)

κ1µ
2
0 + κ2µ

2 ≤ 1, (1.39f)

ở đó

κ1 = β1 +
q1(1− e−ατ1) + q2 (e−ατ1 − e−ατ2)

α
+ (θ1 + θ2)λmax

(
W TΣ3W

)
,

κ2 = r1τ1

(
τ1
α

+
1

α2

(
e−ατ1 − 1

))
+ r2τ12

(
τ12
α

+
1

α2

(
e−ατ2 − e−ατ1

))
,

thì tập đạt được lùi của hệ (1.23) được bao bởi hình cầu B(0, µ0) := {x ∈ Rn :

‖x‖ ≤ µ0}.

Nhận xét 1.8. Tương tự như Nhận xét 1.6, bài toán tối ưu sau được đưa ra

để tìm giá trị lớn nhất có thể có của µ0 :

(OP4) : maxµ0.

(1.39a)− (1.39f).

Tiếp theo chúng tôi đưa ra một vài ví dụ số để minh chứng cho các kết quả

lý thuyết.

Ví dụ 1.3. Xét mạng nơ ron tổng quát có trễ biến thiên (1.23) với các tham số

A =

[
3 0

0 4

]
, D =

[
0 −1

−1 −1.5

]
, D1 =

[
−0.9 0.1

−0.8 −0.6

]
,

W =

[
1 0

0 1

]
, B =

[
−0.5

1

]
,
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Bảng 1.7: Giá trị nhỏ nhất có thể có của β0 với các giá trị khác nhau của τ1

τ1 0 0.2 0.4 0.6

Định lý 1.3 1.105 1.092 1.091 1.090

và ‖ω(t)‖ ≤ 1. Hàm kích hoạt của mạng nơ ron (1.23) cho bởi

gi(xi) = 0.5 (|xi + 1| − |xi − 1|) (i = 1, 2).

Dễ dàng kiểm tra được rằng điều kiện (1.27) được thỏa mãn với Σ1 = diag{0, 0}
và Σ2 = diag{1, 1}. Độ trễ τ(t) thỏa mãn τ(t) ∈ [τ1, 0.9]. Trong ví dụ này, chúng

tôi xét hai trường hợp sau:

(a) Cho trước µ = 0.5. Tìm bao nhỏ nhất có thể có chứa tập đạt được tiến tương

ứng với tập ban đầu cho trước Ω0 ≡ B(0, 1).

(b) Cho trước µ = 0.5. Tìm bao lớn nhất có thể có của tập đạt được lùi tương

ứng với tập mục tiêu cho trước Λ ≡ B(0, 1.8).

Lời giải: (a) Sử dụng Định lý 1.3 và Nhận xét 1.6, hình cầu nhỏ nhất có thể

có B(0, β0), chứa tập đạt được tiến của hệ ứng với tập điều kiện ban đầu

cho trước Ω0 ≡ B(0, 1) được cho trong Bảng 1.7 với các giá trị nhỏ nhất

có thể có của β0 với các giá trị khác nhau của τ1. Để minh họa bằng hình

vẽ, ta chọn độ trễ là hàm τ(t) như sau τ(t) = 0.6 + 0.3 sin2
(
10t
4

)
, véc tơ

nhiễu ω(t) ∈ {a sin(t), a = −1,−0.9, . . . , 1} ∪ {−1,−0.9, . . . , 1}, điều kiện ban

đầu (x1(t), x2(t))
T ∈ {(b sin(t/2),±

√
1− b2 cos(t/2)), b = −1,−0.9, . . . , 1} ∪

{(b,±
√

1− b2), b = −1,−0.9, . . . , 0.9, 1}. Ta có các điều kiện trong Định lý 1.3

và Nhận xét 1.7 được thỏa mãn với α = 0.3, β0 = 1.090, β1 = 0.8449, q1 = 0.1439,

q2 = 0.1626, r1 = 0.4919, r2 = 1.0238, θ1 = 0.0045, θ2 = 0.0037, và

P =

[
0.8435 0.0001

0.0001 0.8427

]
, Q1 =

[
0.0963 0.0408

0.0408 0.1060

]
,

Q2 =

[
0.1266 0.0363

0.0363 0.1185

]
, R1 =

[
0.4574 −0.0126

−0.0126 0.1271

]
,

R2 =

[
0.9609 −0.0702

−0.0702 0.2949

]
, U =

[
0.0140 0.0511

−0.0182 −0.2376

]
,

S =

[
0.2589 −0.0119

−0.0100 0.1192

]
, Θ1 =

[
0.0026 0

0 0.0022

]
,

Θ2 =

[
0.0018 0

0 0.0011

]
, Λ1 =

[
2.8748 0

0 1.8989

]
,
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Hình 1.5: Hình cầu B(0, 1.090) chứa tập đạt được tiến của hệ ứng với tập điều kiện
ban đầu cho trước Ω0 ≡ B(0, 1) của Ví dụ 1.3

Λ2 =

[
0.1019 0

0 0.1726

]
, Λ3 =

[
0.0745 0

0 0.0023

]
,

Λ4 =

[
0.2061 0

0 0.0052

]
, Λ5 =

[
0.0339 0

0 0.0032

]
,

Λ6 =

[
0.0759 0

0 0.0300

]
, Λ7 =

[
0.6309 0

0 0.0820

]
,

Λ8 =

[
0.3717 0

0 0.0271

]
,

X =



−17.25 −8.19 0.01 −0.04 −0.00 −0.01

−11.05 −16.78 −0.07 −0.00 −0.02 −0.00

−0.10 0.04 −0.02 0.00 −0.01 0.00

−0.03 −0.02 −0.01 −0.00 −0.00 −0.00

−0.01 0.01 −0.00 −0.00 −0.00 −0.00

−0.01 0.00 −0.00 −0.00 −0.00 −0.00


× 10−2.

Bằng cách sử dụng Định lý 1.3, mọi quỹ đạo của hệ bắt đầu từ trong hình cầu

B(0, 1) đều được bao bởi hình cầu B(0, 1.090). Hình 1.5 chỉ ra rằng hình cầu

B(0, 1.090) chứa tập đạt được tiến của hệ ứng với tập điều kiện ban đầu cho

trước Ω0 ≡ B(0, 1).

(b) Sử dụng Định lý 1.4 và Nhận xét 1.8, chúng tôi tìm hình cầu lớn nhất
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Bảng 1.8: Giá trị lớn nhất có thể có của µ0 với các giá trị khác nhau của τ1

τ1 0 0.2 0.4 0.6

Định lý 1.4 1.727 1.744 1.753 1.756
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Hình 1.6: Hình cầu B(0, 1.8) chứa tất các véc tơ trạng thái của hệ xuất phát từ hình
cầu Ω0 ≡ B(0, 1.756) trong Ví dụ 1.3

có thể có B(0, µ0), chứa tập đạt được lùi của hệ tương ứng với tập mục tiêu cho

trước Λ ≡ B(0, 1.8). Bảng 1.8 liệt kê các giá trị lớn nhất có thể có của µ0 với

các giá trị khác nhau của τ1.

Để minh họa bằng hình vẽ, chúng tôi chọn độ trễ τ(t) là hàm τ(t) =

0.6 + 0.3 sin2
(
10t
4

)
, véc tơ nhiễu ω(t) ∈ {−1,−0.9, . . . , 1} và điều kiện ban đầu

(x1(t), x2(t))
T ∈ {(b,±

√
1− b2), b = −1.3, . . . , 1.3}.

Quan sát thấy rằng, các điều kiện trong Định lý 1.4 và Nhận xét 1.8 được thỏa

mãn với α = 0.2, µ0 = 1.756, β1 = 0.3087, q1 = 2.3328× 10−4, q2 = 0.0497, r1 =

0.1597, r2 = 0.2336, θ1 = 5.5070× 10−5, θ2 = 4.8713× 10−5 và

P =

[
0.3087 −0.0000

−0.0000 0.3087

]
, Q1 =

[
0.1790 0.0459

0.0459 0.1397

]
× 10−3,

Q2 =

[
0.0398 0.0159

0.0159 0.0242

]
, R1 =

[
0.1585 −0.0010

−0.0010 0.0597

]
,

R2 =

[
0.2248 −0.0318

−0.0318 0.0876

]
, U =

[
−0.0262 0.0376

−0.0593 −0.0465

]
,
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S =

[
0.0872 −0.0070

−0.0068 0.0433

]
, Θ1 =

[
0.3096 0

0 0.2753

]
× 10−4,

Θ2 =

[
0.2435 0

0 0.2002

]
× 10−4, Λ1 =

[
1.1567 0

0 1.0543

]
,

Λ2 =

[
0.0674 0

0 0.0521

]
, Λ3 =

[
0.0171 0

0 0.0001

]
,

Λ4 =

[
0.0176 0

0 0.0003

]
, Λ5 =

[
0.0024 0

0 0.0001

]
,

Λ6 =

[
0.0042 0

0 0.0023

]
, Λ7 =

[
0.0653 0

0 0.0074

]
,

Λ8 =

[
0.0346 0

0 0.0009

]
,

X =



−10.33 −5.57 −0.00 0.00 −0.00 0.00

−1.69 −2.22 0.00 −0.00 0.00 −0.00

−0.01 0.01 −0.00 −0.00 0.00 −0.00

−0.00 0.00 −0.00 −0.00 −0.00 −0.00

−0.00 0.00 −0.00 0.00 −0.01 −0.01

−0.00 0.00 −0.00 0.00 0.00 −0.00


× 10−2.

Theo Định lý 1.4, mọi quỹ đạo của véc tơ trạng thái của hệ bắt đầu từ trong

hình cầu B(0, 1.756) đều nằm trong hình cầu B(0, 1.8). Hình 1.6 chỉ ra rằng hình

cầu B(0, 1.8) chứa tất cả các véc tơ trạng thái của hệ xuất phát từ hình cầu

Ω0 ≡ B(0, 1.756).

Ví dụ 1.4. Xét mạng nơ ron (1.23) với các tham số như trong Ví dụ 1 trong

[43]

A =

[
2.5 0

0 3.5

]
, D =

[
1 0.5

0.5 −1

]
, D1 =

[
−0.5 0.5

0.5 0.5

]
,W =

[
1 0

0 1

]
.

Mục đích của ví dụ này là để so sánh kết quả của chúng tôi với các kết quả đã

có.

(a) Khi hàm kích hoạt thỏa mãn điều kiện (1.27) với l−1 = l−2 = 0.998, l+1 =

l+2 = 1 và độ trễ là hàm liên tục nhưng không nhất thiết khả vi và cho trước

α∗ = 0.4. Bảng 1.9 cho ta sự so sánh về giá trị lớn nhất của τ2 với các giá trị

khác nhau của cận dưới τ1 giữa Hệ quả 1.4 và kết quả trong [43].

(b) Khi hàm kích hoạt thỏa mãn điều kiện (1.27) với l−1 = l−2 = 0, l+1 = l+2 = 1

và độ trễ là hàm liên tục nhưng không nhất thiết khả vi. Bảng 1.10 cho ta sự
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Bảng 1.9: So sánh giá trị của τ2 với α∗ = 0.4 và các giá trị khác nhau của τ1

τ1 0 2 4 6

Liu Y. cùng các cộng sự [43] 0.9526 2.5712 4.3200 6.1321
Hệ quả 1.4 1.9073 3.3465 4.9058 6.5221

Bảng 1.10: Giá trị lớn nhất có thể có của α∗

Phương pháp Giá trị lớn nhất có thể có của tốc độ hội tụ mũ α∗

Wu M cùng các cộng sự [71] 0.8169
Ji M.D. cùng các cộng sự [18] 0.8217
Hệ quả 1.4 0.9530

so sánh về giá trị lớn nhất có thể có của tốc độ hội tụ mũ α∗ với τ1 = 0, τ2 = 1

giữa Hệ quả 1.4 và kết quả trong [18, 71].

Từ các Bảng 1.9 và 1.10, ta thấy tiêu chuẩn về tính ổn định mũ trong Hệ quả

1.4 là ít bảo thủ hơn so với các kết quả trong [18, 43, 71].

1.4. Bài toán tìm bao của tập đạt được của mạng nơ
ron chuyển mạch có trễ hỗn hợp

Xét mạng nơ ron chuyển mạch có trễ hỗn hợp biến thiên
ẋ(t) = −Aσ(t)x(t) +Wσ(t)g(x(t)) +Dσ(t)g(x(t− τ(t)))

+Eσ(t)
∫ t
t−τ(t) g(x(s))ds+Bσ(t)ω(t),

x(s) ≡ ϕ(s), s ∈ [−τ2, 0],

(1.40)

ở đó x(t) = [x1(t)x2(t) . . . xn(t)]
T ∈ Rn là véc tơ trạng thái của mạng nơ ron,

g(x(t)) = [g1(x1(t)) . . . , gn(xn(t))]
T
, g(x(t − τ(t))) = [g1(x1(t − τ(t))) g2(x2(t −

τ(t))) . . . , gn(xn(t − τ(t)))]T ∈ Rn là các hàm kích hoạt của mạng nơ ron. σ(.)

là quy tắc chuyển mạch giữa các hệ con của hệ (1.40), hàm σ(.) phụ thuộc vào

véc tơ trạng thái x(t), σ(.) lấy giá trị trong tập hữu hạn N := {1, 2, . . . , N};
Ai = diag{a1, a2, . . . , an} ∈ Rn×n là ma trận đường chéo chính, xác định dương,

Wi, Di, Ei ∈ Rn×n, i = 1, . . . , N, là các ma trận trọng số liên kết các nơ ron của

mạng, Bi ∈ Rn×m, i = 1, . . . , N, là ma trận thực, hằng số cho trước. Độ trễ τ(t)

là hàm liên tục thỏa mãn
0 ≤ τ1 ≤ τ(t) ≤ τ2. (1.41)
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Hàm ϕ(s) ∈ C1([−τ2, 0],Rn) là điều kiện ban đầu thỏa mãn điều kiện dưới đây

max
s∈[−τ2,0]

ϕ̇T (s)ϕ̇(s) ≤ µ2. (1.42)

Véc tơ nhiễu ω(t) ∈ Rm, không biết nhưng thỏa mãn điều kiện dưới đây

ωT (t)ω(t) ≤ ω2, ∀t ≥ 0, (1.43)

ở đó τ1, τ2, µ, ω là các hằng số không âm.

Giả sử rằng các hàm kích hoạt gi(.)(i = 1, 2, . . . , n) liên tục, gi(0) = 0, và

tồn tại các hằng số l−i , l
+
i (i = 1, 2, . . . , n) sao cho

l−i ≤
gi(x)− gi(y)

x− y
≤ l+i , ∀x, y ∈ R, x 6= y. (1.44)

Định nghĩa 1.4. (i) Cho trước Ω0 ⊂ Rn là một tập lồi đóng, bị chặn chứa điểm

gốc 0. Một tập Ω ⊂ Rn được gọi là tập đạt được tiến (forwards reachable set)

tương ứng với tập ban đầu cho trước Ω0 của hệ (1.40) với các điều kiện (1.41),

(1.42) và (1.43) dưới quy tắc chuyển mạch σ(.) nếu với mọi điều kiện ban đầu

ϕ(s) ∈ Ω0,∀s ∈ [−τ2, 0], nghiệm của hệ thỏa mãn x(t, ϕ(t), ω(t)) ∈ Ω,∀t ≥ 0.

(ii) Cho trước Λ0 ⊂ Rn là một tập lồi đóng, bị chặn chứa điểm gốc 0. Tập

Λ ⊂ Rn được gọi là tập đạt được lùi (backwards reachable set) tương ứng với

tập mục tiêu Λ0 của hệ (1.40) với các điều kiện (1.41), (1.42) và (1.43) dưới quy

tắc chuyển mạch σ(.) nếu với mọi hàm điều kiện ban đầu ϕ(s) ∈ Λ,∀s ∈ [−τ2, 0],

nghiệm của hệ thỏa mãn x(t, ϕ(t), ω(t)) ∈ Λ0,∀t ≥ 0.

Để thuận tiện cho việc trình bày các kết quả tiếp theo, ta ký hiệu

ej = [0n×(j−1)n In 0n×(18−j)n 0n×m]T , j = 1, 2, . . . , 18,

e19 = [0m×18n Im]T , τ12 = τ2 − τ1,

các véc tơ

η(t) =
[
xT (t) gT (x(t))

]T
, χ0(t) = [χT01(t) χT02(t) χT03(t) χT04(t) χT05(t)]

T ,

ở đó

χ01(t) =


x(t)

x(t− τ1)
x(t− τ(t))

x(t− τ2)

 , χ02(t) =


g(x(t))

g(x(t− τ(t)))

g(x(t− τ2))
g(x(t− τ1))

 ,
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χ03(t) =


1
τ1

∫ t
t−τ1 x(s)ds

1
τ(t)−τ1

∫ t−τ1
t−τ(t) x(s)ds

1
τ2−τ(t)

∫ t−τ(t)
t−τ2 x(s)ds

 ,

χ04(t) =


2
τ21

∫ t
t−τ1

∫ t
s x(u)duds

2
(τ(t)−τ1)2

∫ t−τ1
t−τ(t)

∫ t−τ1
s x(u)duds

2
(τ2−τ(t))2

∫ t−τ(t)
t−τ2

∫ t−τ(t)
s x(u)duds

 , χ05(t) =



∫ t
t−τ1 g(x(s))ds∫ t−τ1
t−τ(t) g(x(s))ds∫ t−τ(t)
t−τ2 g(x(s))ds

ẋ(t)

ω(t)


và các ma trận

Li(Ui) = −UiAi − ATi UT
i , i = 1, 2, . . . , N,

Si = {x ∈ Rn : xTLi(Ui)x < 0},

S1 = S1, S2 = S2\
(
S2 ∩ S1

)
, . . . , Sp = Sp\

(
Sp ∩

(
∪p−1j=1Sj

))
, . . . ,

SN = SN\
(
SN ∩

(
∪N−1k=1 Sk

))
,

R1 = diag{e−ατ1R1, 3e
−ατ1R1, 5e

−ατ1R1},
R2 = diag{e−ατ2R2, 3e

−ατ2R2, 5e
−ατ2R2},

F =

In −In 0 0

In In −2In 0

In −In 6In −6In

 , Σ1 = diag{l−1 , l−2 , . . . , l−n },

Σ2 = diag{l+1 , l+2 , . . . , l+n },
k = max

1≤i≤n
{θ1(l+i − l

−
i )}, δ = max

1≤i≤n
{θ2(l+i − l

−
i )}, ρ = max

1≤i≤n
{
∣∣l−i ∣∣ , ∣∣l+i ∣∣}

G1 =

[
e1
e5

]
, G2 =

[
e2
e8

]
, G3 =

[
e4
e7

]
, G4 =

[
τ1e9
e15

]
,

G5 =


e1
e2
e9
e12

 , G6 =


e2
e3
e10
e13

 , G7 =


e3
e4
e11
e14

 ,
G8 = e5 − Σ1e1, G9 = Σ2e1 − e5, G10 = e6 − Σ1e3, G11 = Σ2e3 − e6,
G12 = e5 − e6 − Σ1(e1 − e3), G13 = Σ2(e1 − e3)− e5 + e6,

G14 = e5 − e8 − Σ1(e1 − e2), G15 = Σ2(e1 − e2)− e5 + e8,

G16 = e5 − e7 − Σ1(e1 − e4), G17 = Σ2(e1 − e4)− e5 + e7,

G18 = e7 − e8 − Σ1(e4 − e2), G19 = Σ2(e4 − e2)− e7 + e8,

G20 = e7 − e6 − Σ1(e4 − e3), G21 = Σ2(e4 − e3)− e7 + e6,
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G22 = e6 − e8 − Σ1(e3 − e2), G23 = Σ2(e3 − e2)− e6 + e8,

Γ1(τ) =
[
(τ − τ1)eT10 eT16 (τ2 − τ)eT11 eT17

]T
, Γ2 =

[
FG6

FG7

]
,

Π = GT
8 Λ1G9 +GT

9 Λ1G8 +GT
10Λ2G11 +GT

11Λ2G10 +GT
12Λ3G13 +GT

13Λ3G12

+GT
14Λ4G15 +GT

15Λ4G14 +GT
16Λ5G17 +GT

17Λ5G16 +GT
18Λ6G19

+GT
19Λ6G18 +GT

20Λ7G21 +GT
21Λ7G20 +GT

22Λ8G23 +GT
23Λ8G22.

Định lý dưới đây đưa ra một điều kiện đủ cho sự tồn tại bao của tập đạt được tiến

ứng với tập ellipsoid cho trước Ω0 = {ϕ(s) ∈ C1([−τ2, 0],Rn) : ϕT (s)Eϕ(s) ≤
1,∀s ∈ [−τ2, 0]}, ở đó E là một ma trận đối xứng, xác định dương cho trước.

Định lý 1.5. Giả sử rằng Giả thiết (1.44) được thỏa mãn. Nếu tồn tại 11

hằng số dương α, β0, β1, q1, q2, r1, r2, s1, s2, θ1, θ2, các ma trận P,R1, R2 ∈ S+n ,
Qa, Qb, Sa, Sb ∈ S+2n, tám ma trậnΛj ∈ D+

n (j = 1, . . . , 8), các ma trận Ui, Hi ∈
Rn×n(i = 1, . . . , N), và các ma trận X1 ∈ R2n×2n, X2 ∈ R3n×3n sao cho các điều

kiện dưới đây thỏa mãn:

(i) Hệ thống các ma trận {Li(Ui)}, (i = 1, 2, . . . , N) là đầy đủ chặt, tức là tồn

tại các số εi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , N,
N∑
i=1

εi > 0 sao cho

N∑
i=1

εiLi(Ui) < 0, (1.45)

(ii) Với i = 1, 2, . . . , N,

P ≤ β1In, Qa ≤ q1I2n, Qb ≤ q2I2n, Sa ≤ s1I2n, Sb ≤ s2I2n, R1 ≤ r1In, R2 ≤ r2In,

(1.46a)

P ≥ 1

β2
0

In, (1.46b)

Φ1 =

[
e−ατ2Sb X1

XT
1 e−ατ2Sb

]
≥ 0, (1.46c)

Φ2 =

[
R2 X2

XT
2 R2

]
≥ 0, (1.46d)

Ωi(τ) = Ξi + Π−GT
5 F

TR1FG5 − ΓT1 (τ)Φ1Γ1(τ)− ΓT2 Φ2Γ2 < 0, ∀τ ∈ {τ1, τ2},
(1.46e)

κ1µ0 + κ2µ
2 ≤ 1, (1.46f)
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ở đó µ0 = 1
λmin(E) , và

Ξi = eT1
(
−PAi − ATi P + αP

)
e1 + eT1 PWie5 + eT5W

T
i Pe1 + eT1 PDie6 + eT6D

T
i Pe1

+ eT1 PEi(e15 + e16) + (e15 + e16)
TET

i Pe1 + eT1 PBie19 + eT19B
T
i Pe1

+ eT5 (θ1 − θ2) Ine18 + eT18 (θ1 − θ2) Ine5 + eT1 (θ2Σ2 − θ1Σ1) e18

+ eT18 (θ2Σ2 − θ1Σ1) e1 − eT1Uie18 − eT18UT
i e1 + eT1UiWie5 + eT5W

T
i U

T
i e1

+ eT1UiDie6 + eT6D
T
i U

T
i e1 + eT1UiEi (e15 + e16) + (e15 + e16)

T
ET
i U

T
i e1

+ eT1UiBie19 + eT19B
T
i U

T
i e1 − eT18HiAie1 − eT1ATi HT

i e18

+ eT18HiWie5 + eT5W
T
i H

T
i e18 + eT18HiDie6 + eT6D

T
i H

T
i e18 + eT18HiEi (e15 + e16)

+ (e15 + e16)
T
ET
i H

T
i e18 + eT18HiBie19 + eT19B

T
i H

T
i e18

+ eT18
(
τ 21R1 + τ 212R2 −Hi −HT

i

)
e18 −

α

ω2
eT19e19

+GT
1

(
Qa + τ 21Sa + τ 212Sb

)
G1 +GT

2

(
e−ατ1Qb − e−ατ1Qa

)
G2 − e−ατ2GT

3QbG3

− e−ατ1GT
4 SaG4,

κ1 = β1 + k + δ +
q1
(
1 + ρ2

)
α

(
1− e−ατ1

)
+
q2
(
1 + ρ2

)
α

(
e−ατ1 − e−ατ2

)
+
s1τ1

(
1 + ρ2

)
α

(
τ1 +

1

α

(
e−ατ1 − 1

))
+
τ12s2

(
1 + ρ2

)
α

(
τ12 +

1

α

(
e−ατ2 − e−ατ1

))
,

κ2 = r1τ1

(
τ1
α

+
1

α2

(
e−ατ1 − 1

))
+ r2τ12

(
τ12
α

+
1

α2

(
e−ατ2 − e−ατ1

))
,

thì tập đạt được tiến (forwards reachable sets) của hệ (1.40) được bao bởi hình

cầu B(0, β0) := {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ β0} dưới luật chuyển mạch được chọn bởi

σ(x(t)) = i ∈ N khi mà x(t) ∈ Si.

Chứng minh. Cho Λk = diag{λk1, . . . , λkn}(k = 1, . . . , 8) thỏa mãn (1.46e). Xét

hàm Lyapunov–Krasovskii sau

V (xt) = V1(xt) + V2(xt) + V3(xt) + V4(xt) + V5(xt),

ở đó

V1(xt) = xT (t)Px(t),

V2(xt) = 2e−αt
n∑
i=1

θ1

∫ xi(t)

0

(
gi(s)− l−i s

)
ds+ 2e−αt

n∑
i=1

θ2

∫ xi(t)

0

(
l+i s− gi(s)

)
ds,
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V3(xt) =

∫ t

t−τ1
eα(s−t)ηT (s)Qaη(s)ds+

∫ t−τ1

t−τ2
eα(s−t)ηT (s)Qbη(s)ds,

V4(xt) = τ1

∫ 0

−τ1

∫ t

t+s

eα(u−t)ηT (u)Saη(u)duds

+ τ12

∫ −τ1
−τ2

∫ t

t+s

eα(u−t)ηT (u)Sbη(u)duds,

V5(xt) = τ1

∫ 0

−τ1

∫ t

t+s

eα(u−t)ẋT (u)R1ẋ(u)duds

+ τ12

∫ −τ1
−τ2

∫ t

t+s

eα(u−t)ẋT (u)R2ẋ(u)duds.

Bất đẳng thức dưới đây được suy ra trực tiếp từ (1.46b)

V (xt) ≥
‖x(t)‖2

β2
0

, ∀t ≥ 0. (1.47)

Từ đồng nhất thức dưới đây

− ẋ(t)− Aix(t) +Wig(x(t)) +Dig(x(t− τ(t))) + Ei

∫ t

t−τ(t)
g(x(s))ds+Biω(t) = 0,

i = 1, 2, . . . , N,

ta có[
2xT (t)Ui + 2ẋT (t)Hi

]
×
[
− ẋ(t)− Aix(t) +Wig(x(t)) +Dig(x(t− τ(t))) + Ei

∫ t

t−τ(t)
g(x(s))ds

+Biω(t)

]
= 0,

i = 1, . . . , N.

(1.48)

Lấy đạo hàm của V (xt) theo t và sử dụng điều kiện (1.48), ta có ước lượng dưới

đây

V̇ (xt) + αV (xt)−
α

ω2
ωT (t)ω(t)

≤ xT (t)Li(Ui)x(t) + χT0 (t)Ξiχ0(t)− τ1e−ατ1
∫ t

t−τ1
ηT (s)Saη(s)ds

− τ12e−ατ2
∫ t−τ1

t−τ2
ηT (s)Sbη(s)ds− τ1e−ατ1

∫ t

t−τ1
ẋT (s)R1ẋ(s)ds
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− τ12e−ατ2
∫ t−τ1

t−τ2
ẋT (s)R2ẋ(s)ds. (1.49)

Bằng cách áp dụng Bổ đề 1.4, ta thu được

−τ1e−ατ1
∫ t

t−τ1
ηT (s)Saη(s)ds ≤ −

(∫ t

t−τ1
η(s)ds

)T
e−ατ1Sa

(∫ t

t−τ1
η(s)ds

)

= −

[ ∫ t
t−τ1 x(s)ds∫ t

t−τ1 g(x(s))ds

]T
e−ατ1Sa

[ ∫ t
t−τ1 x(s)ds∫ t

t−τ1 g(x(s))ds

]
= −e−ατ1χT0 (t)GT

4 SaG4χ0(t).

(1.50)

Sử dụng Bổ đề 1.1, Bổ đề 1.2 và Bổ đề 1.4, ta thu được

− τ12e−ατ2
∫ t−τ1

t−τ2
ηT (s)Sbη(s)ds

= −τ12e−ατ2
∫ t−τ(t)

t−τ2
ηT (s)Sbη(s)ds− τ12e−ατ2

∫ t−τ1

t−τ(t)
ηT (s)Sbη(s)ds

≤ − τ12
τ(t)− τ1

(∫ t−τ1

t−τ(t)
η(s)ds

)T
e−ατ2Sb

(∫ t−τ1

t−τ(t)
η(s)ds

)

− τ12
τ2 − τ(t)

(∫ t−τ(t)

t−τ2
η(s)ds

)T

e−ατ2Sb

(∫ t−τ(t)

t−τ2
η(s)ds

)

= − τ12
τ(t)− τ1

[ ∫ t−τ1
t−τ(t) x(s)ds∫ t−τ1

t−τ(t) g(x(s))ds

]T
e−ατ2Sb

[ ∫ t−τ1
t−τ(t) x(s)ds∫ t−τ1

t−τ(t) g(x(s))ds

]

− τ12
τ2 − τ(t)

[ ∫ t−τ(t)
t−τ2 x(s)ds∫ t−τ(t)

t−τ2 g(x(s))ds

]T
e−ατ2Sb

[ ∫ t−τ(t)
t−τ2 x(s)ds∫ t−τ(t)

t−τ2 g(x(s))ds

]

= −


∫ t−τ1
t−τ(t) x(s)ds∫ t−τ1

t−τ(t) g(x(s))ds∫ t−τ(t)
t−τ2 x(s)ds∫ t−τ(t)

t−τ2 g(x(s))ds


T [

τ12
τ(t)−τ1e

−ατ2Sb 0

0 τ12
τ2−τ(t)e

−ατ2Sb

]
∫ t−τ1
t−τ(t) x(s)ds∫ t−τ1

t−τ(t) g(x(s))ds∫ t−τ(t)
t−τ2 x(s)ds∫ t−τ(t)

t−τ2 g(x(s))ds



≤ −


∫ t−τ1
t−τ(t) x(s)ds∫ t−τ1

t−τ(t) g(x(s))ds∫ t−τ(t)
t−τ2 x(s)ds∫ t−τ(t)

t−τ2 g(x(s))ds


T [
e−ατ2Sb X1

XT
1 e−ατ2Sb

]
∫ t−τ1
t−τ(t) x(s)ds∫ t−τ1

t−τ(t) g(x(s))ds∫ t−τ(t)
t−τ2 x(s)ds∫ t−τ(t)

t−τ2 g(x(s))ds
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= −χT0 (t)ΓT1 (τ)Φ1Γ1(τ)χ0(t). (1.51)

Bằng cách áp dụng Bổ đề 1.1, ta thu được

− τ1e−ατ1
∫ t

t−τ1
ẋT (s)R1ẋ(s)ds ≤ −χT0 (t)GT

5 F
TR1FG5χ0(t). (1.52)

Sử dụng Bổ đề 1.1, 1.2, ta có

− τ12e−ατ2
∫ t−τ1

t−τ2
ẋT (s)R2ẋ(s)ds

= −τ12e−ατ2
∫ t−τ(t)

t−τ2
ẋT (s)R2ẋ(s)ds− τ12e−ατ2

∫ t−τ1

t−τ(t)
ẋT (s)R2ẋ(s)ds

≤ − τ12
τ(t)− τ1

χT0 (t)GT
6 F

TR2FG6χ0(t)−
τ12

τ2 − τ(t)
χT0 (t)GT

7 F
TR2FG7χ0(t)

= −χT0 (t)ΓT2

[
τ12

τ(t)−τ1R2 0

0 τ12
τ2−τ(t)R2

]
Γ2χ0(t) ≤ −χT0 (t)ΓT2

[
R2 X2

XT
2 R2

]
Γ2χ0(t)

= −χT0 (t)ΓT2 Φ2Γ2χ0(t).

(1.53)

Các bất đẳng thức dưới đây được suy ra từ điều kiện (1.44) với bất kỳ λji ≥
0, (j = 1, . . . , 8, i = 1, . . . , n),

2
[
gi(xi(t))− l−i xi(t)

]
λ1i
[
l+i xi(t)− gi(xi(t))

]
≥ 0;

2
[
gi(xi(t− τ(t)))− l−i xi(t− τ(t))

]
λ2i
[
l+i xi(t− τ(t))− gi(xi(t− τ(t)))

]
≥ 0;

2
[
gi(xi(t))− gi(xi(t− τ(t)))− l−i (xi(t)− xi(t− τ(t)))

]
λ3i

×
[
l+i (xi(t)− xi(t− τ(t)))− gi(xi(t)) + gi(xi(t− τ(t)))

]
≥ 0;

2
[
gi(xi(t))− gi(xi(t− τ1))− l−i (xi(t)− xi(t− τ1))

]
λ4i

×
[
l+i (xi(t)− xi(t− τ1))− gi(xi(t)) + gi(xi(t− τ1))

]
≥ 0;

2
[
gi(xi(t))− gi(xi(t− τ2))− l−i (xi(t)− xi(t− τ2))

]
λ5i

×
[
l+i (xi(t)− xi(t− τ2))− gi(xi(t)) + gi(xi(t− τ2))

]
≥ 0;

2
[
gi(xi(t− τ2))− gi(xi(t− τ1))− l−i (xi(t− τ2)− xi(t− τ1))

]
λ6i

×
[
l+i (xi(t− τ2)− xi(t− τ1))− gi(xi(t− τ2)) + gi(xi(t− τ1))

]
≥ 0;

2
[
gi(xi(t− τ2))− gi(xi(t− τ(t)))− l−i (xi(t− τ2)− xi(t− τ(t)))

]
λ7i

× [l+i (xi(t− τ2)− xi(t− τ(t)))− gi(xi(t− τ2)) + gi(xi(t− τ(t)))] ≥ 0;

2
[
gi(xi(t− τ(t)))− gi(xi(t− τ1))− l−i (xi(t− τ(t))− xi(t− τ1))

]
λ8i

×
[
l+i (xi(t− τ(t))− xi(t− τ1))− gi(xi(t− τ(t))) + gi(xi(t− τ1))

]
≥ 0,
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điều này suy ra

2χT0 (t)GT
8 Λ1G9χ0(t) ≥ 0;

2χT0 (t)GT
10Λ2G11χ0(t) ≥ 0;

2χT0 (t)GT
12Λ3G13χ0(t) ≥ 0;

2χT0 (t)GT
14Λ4G15χ0(t) ≥ 0;

2χT0 (t)GT
16Λ5G17χ0(t) ≥ 0;

2χT0 (t)GT
18Λ6G19χ0(t) ≥ 0;

2χT0 (t)GT
20Λ7G21χ0(t) ≥ 0;

2χT0 (t)GT
22Λ8G23χ0(t) ≥ 0.

(1.54)

Vậy, ta có

V̇ (xt) + αV (xt)−
α

ω2
ωT (t)ω(t) ≤ xT (t)Li(Ui)x(t) + χT0 (t)Ωi(τ)χ0(t). (1.55)

Vì Ωi(τ) là hàm affine theo τ, ∀i = 1, . . . , N nên Ωi(τ) < 0,∀i = 1, . . . , N, với

mọi τ ∈ [τ1, τ2] nếu và chỉ nếu Ω(τ1) < 0 và Ω(τ2) < 0,∀i = 1, . . . , N. Do đó nếu

(1.46e) đúng với τ = τ1 và τ = τ2 thì

V̇ (xt) + αV (xt)−
α

ω2
ωT (t)ω(t) ≤ xT (t)Li(Ui)x(t). (1.56)

Theo giả thiết, hệ thống các ma trận Li(Ui) là đầy đủ chặt nên ta có

N⋃
i=1

Si = Rn\{0}. (1.57)

Dựa vào các tập Si, ta xây dựng các tập Si xác định như ở bên trên. Ta dễ dàng

kiểm tra được rằng

Si ∩ Sj = {0}, i 6= j,

N⋃
i=1

Si = Rn\{0}. (1.58)

Ta xây dựng quy tắc chuyển mạch giữa các hệ con như sau: σ(x(t)) = i ∈ N ,
khi mà x(t) ∈ Si. Vậy, ta có

V̇ (xt) + αV (xt)−
α

ω2
ωT (t)ω(t) ≤ 0.

Sử dụng (1.46a), (1.46b), (1.46f) và sau một vài tính toán trực tiếp, ta thu được

V (x0) ≤ κ1‖ϕ(0)‖2 + κ2µ
2 ≤ κ1µ0 + κ2µ

2 ≤ 1.
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Theo Bổ đề 1.3, ta có V (xt) ≤ 1. Từ điều kiện (1.47), ta thu được

‖x(t)‖ ≤ β0, ∀t ≥ 0.

Định lý được chứng minh hoàn toàn.

Nhận xét 1.9. Chú ý rằng khi ta cố định các số α và β0 thì các bất đẳng thức

ma trận (1.46a)-(1.46e) trở thành bất đẳng thức ma trận tuyến tính (LMIs). Do

đó, ta có thể kết hợp phương pháp tìm kiếm hai chiều kết hợp với thuật toán tối

ưu lồi trong MATLABs LMI Control Toolbox (xem [14]) để giải các bất đẳng

thức ma trận này. Tương tự như trong bài báo [67], để tìm bao nhỏ nhất của

tập đạt được tiến của hệ (1.40) ứng với tập ban đầu cho trước Ω0 = {ϕ(s) ∈
C1([−τ2, 0],Rn) : ϕT (s)Eϕ(s) ≤ 1,∀s ∈ [−τ2, 0]}, tức là tìm giá trị nhỏ nhất có

thể có của β0, ta đi giải bài toán tối ưu lồi sau đây:

(OP5) : min β0.

(i), (1.46a)− (1.46e).

Nhận xét 1.10. Bài toán nghiên cứu bao của tập đạt được cho mạng nơ ron có

trễ biến thiên đã được nghiên cứu trong [65, 81] trong những năm gần đây. Tuy

nhiên, theo như sự hiểu biết của chúng tôi, bài toán nghiên cứu bao của tập đạt

được cho mạng nơ ron chuyển mạch có trễ hỗn hợp biến thiên vẫn chưa được

nghiên cứu một cách đầy đủ. Những khó khăn gặp phải khi giải bài toán này là

làm cách nào xây dựng được một hàm Lyapunov–Krasovskii thích hợp và hiệu

quả cũng như làm cách nào để thiết kế được luật chuyển mạch thích hợp giữa các

hệ con của hệ (1.40). Để vượt qua những khó khăn trên, trong chứng minh Định

lý 1.5, chúng tôi xây dựng một hàm Lyapunov–Krasovskii mở rộng và sử dụng

một số bổ đề kỹ thuật để ước lượng đạo hàm của hàm Lyapunov–Krasovskii

này. Ngoài ra, luật chuyển mạch giữa các hệ con được chúng tôi xây dựng bằng

cách phân hoạch không gian trạng thái thành những nón lồi rời nhau và hợp với

nhau thành cả không gian trạng thái. Khi đó nếu véc tơ trạng thái nằm trong

một nón lồi thứ i nào đó thì hệ con thứ i trong hệ (1.40) sẽ được kích hoạt.

Khi ω(t) ≡ 0,∀t ≥ 0, Định lý 1.5 quy về một điều kiện đủ cho tính ổn định

mũ của mạng nơ ron chuyển mạch có trễ biến thiên. Chú ý rằng, bài toán nghiên

cứu tính ổn định mũ của mạng nơ ron chuyển mạch có trễ biến thiên đã nhận

được sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà khoa học trong những năm gần

đây (xem [20, 36, 44, 45, 57, 72]).

Hệ quả 1.5. Giả sử rằng điều kiện (1.44) được thỏa mãn. Hệ (1.40), với ω(t) ≡
0, là ổn định mũ với tốc độ mũ α∗ = α

2 > 0 nếu tồn tại hai hằng số dương
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θ1, θ2, các ma trận P,R1, R2 ∈ S+n , Qa, Qb, Sa, Sb ∈ S+2n, tám ma trận Λj ∈
D+
n (j = 1, . . . , 8), các ma trận Ui, Hi ∈ Rn×n(i = 1, . . . , N) và hai ma trận

X1 ∈ R2n×2n, X2 ∈ R3n×3n sao cho các điều kiện dưới đây thỏa mãn:

(i) Hệ thống các ma trận {Li(Ui)}, (i = 1, 2, . . . , N) đầy đủ chặt, tức là tồn tại

các số εi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , N,
N∑
i=1

εi > 0 sao cho

N∑
i=1

εiLi(Ui) < 0, (1.59)

(ii) Với i = 1, 2, . . . , N,

Φ1 =

[
e−ατ2Sb X1

XT
1 e−ατ2Sb

]
≥ 0, (1.60a)

Φ2 =

[
R2 X2

XT
2 R2

]
≥ 0, (1.60b)

Ω̂i(τ) = Ξ̂i + Π−GT
5 F

TR1FG5 − ΓT1 (τ)Φ1Γ1(τ)− ΓT2 Φ2Γ2 < 0,∀τ ∈ {τ1, τ2},
(1.60c)

ở đó

Ξ̂i = eT1
(
−PAi − ATi P + αP

)
e1 + eT1 PWie5 + eT5W

T
i Pe1 + eT1 PDie6

+ eT6D
T
i Pe1 + eT1 PEi(e15 + e16) + (e15 + e16)

TET
i Pe1

+ eT5 (θ1 − θ2) Ine18 + eT18 (θ1 − θ2) Ine5
+ eT1 (θ2Σ2 − θ1Σ1) e18 + eT18 (θ2Σ2 − θ1Σ1) e1 − eT1Uie18 − eT18UT

i e1

+ eT1UiWie5 + eT5W
T
i U

T
i e1 + eTi UiDie6 + eT6D

T
i U

T
i e1 + eT1UiEi (e15 + e16)

+ (e15 + e16)
T
ET
i U

T
i e1 − eT18HiAie1 − eT1ATi HT

i e18

+ eT18HiWie5 + eT5W
T
i H

T
i e18 + eT18HiDie6 + eT6D

T
i H

T
i e18

+ eT18HiEi (e15 + e16) + (e15 + e16)
T
ET
i H

T
i e18

+ eT18
(
τ 21R1 + τ 212R2 −Hi −HT

i

)
e18 +GT

1

(
Qa + τ 21Sa + τ 212Sb

)
G1

+GT
2

(
e−ατ1Qb − e−ατ1Qa

)
G2 − e−ατ2GT

3QbG3 − e−ατ1GT
4 SaG4.

Ngoài ra, luật chuyển mạch giữa các hệ con xác định bởi σ(x(t)) = i ∈ N khi

mà x(t) ∈ Si.

Tiếp theo, chúng tôi nghiên cứu bài toán tìm bao của tập đạt được lùi cho

hệ phương trình vi phân tuyến tính chuyển mạch có trễ biến thiên (1.40). Cụ

thể hơn, chúng tôi sẽ đưa ra một điều kiện đủ cho việc tồn tại một hình cầu
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B(0, µ0) := {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ µ0} chứa tập đạt được lùi của hệ (1.40)-(1.43)

tương ứng với một tập mục tiêu cho trước Λ0 = {x ∈ Rn : xTFx ≤ 1}, ở đó F là

một ma trận đối xứng, xác định dương cho trước dưới luật chuyển mạch thích

hợp σ(.). Bằng các kỹ thuật tương tự như Định lý 1.5, chúng tôi thu được kết

quả sau đây:

Định lý 1.6. Giả sử rằng điều kiện (1.44) được thỏa mãn. Nếu tồn tại mười

một số dương α, µ0, β1, q1, q2, r1, r2, s1, s2, θ1, θ2, các ma trận P,R1, R2 ∈ S+n ,
Qa, Qb, Sa, Sb ∈ S+2n, tám ma trận Λj ∈ D+

n (j = 1, . . . , 8), các ma trận Ui, Hi ∈
Rn×n(i = 1, . . . , N), các ma trận X1 ∈ R2n×2n, X2 ∈ R3n×3n sao cho các điều

kiện dưới đây thỏa mãn:

(i) Hệ thống các ma trận {Li(Ui)}, (i = 1, 2, . . . , N) đầy đủ chặt, tức là tồn tại

các số εi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , N,
N∑
i=1

εi > 0 sao cho

N∑
i=1

εiLi(Ui) < 0, (1.61)

(ii) Với i = 1, 2, . . . , N,

P ≤ β1In, Qa ≤ q1I2n, Qb ≤ q2I2n, Sa ≤ s1I2n, Sb ≤ s2I2n, R1 ≤ r1In, R2 ≤ r2In,

(1.62a)

P − F > 0, (1.62b)

Φ1 =

[
e−ατ2Sb X1

XT
1 e−ατ2Sb

]
≥ 0, (1.62c)

Φ2 =

[
R2 X2

XT
2 R2

]
≥ 0, (1.62d)

Ωi(τ) = Ξi + Π−GT
5 F

TR1FG5 − ΓT1 (τ)Φ1Γ1(τ)− ΓT2 Φ2Γ2 < 0, ∀τ ∈ {τ1, τ2},
(1.62e)

κ1µ
2
0 + κ2µ

2 ≤ 1, (1.62f)

ở đó

Ξi = eT1
(
−PAi − ATi P + αP

)
e1 + eT1 PWie5 + eT5W

T
i Pe1 + eT1 PDie6

+ eT6D
T
i Pe1 + eT1 PEi(e15 + e16) + (e15 + e16)

TET
i Pe1

+ eT1 PBie19 + eT19B
T
i Pe1 + eT5 (θ1 − θ2) Ine18 + eT18 (θ1 − θ2) Ine5

+ eT1 (θ2Σ2 − θ1Σ1) e18 + eT18 (θ2Σ2 − θ1Σ1) e1
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− eT1Uie18 − eT18UT
i e1 + eT1UiWie5 + eT5W

T
i U

T
i e1

+ eT1UiDie6 + eT6D
T
i U

T
i e1 + eT1UiEi (e15 + e16) + (e15 + e16)

T
ET
i U

T
i e1

+ eT1UiBie19 + eT19B
T
i U

T
i e1 − eT18HiAie1 − eT1ATi HT

i e18

+ eT18HiWie5 + eT5W
T
i H

T
i e18 + eT18HiDie6 + eT6D

T
i H

T
i e18

+ eT18HiEi (e15 + e16) + (e15 + e16)
T
ET
i H

T
i e18

+ eT18HiBie19 + eT19B
T
i H

T
i e18

+ eT18
(
τ 21R1 + τ 212R2 −Hi −HT

i

)
e18 −

α

ω2
eT19e19

+GT
1

(
Qa + τ 21Sa + τ 212Sb

)
G1 +GT

2

(
e−ατ1Qb − e−ατ1Qa

)
G2

− e−ατ2GT
3QbG3 − e−ατ1GT

4 SaG4,

κ1 = β1 + k + δ +
q1
(
1 + ρ2

)
α

(
1− e−ατ1

)
+
q2
(
1 + ρ2

)
α

(
e−ατ1 − e−ατ2

)
+
s1τ1

(
1 + ρ2

)
α

(
τ1 +

1

α

(
e−ατ1 − 1

))
+
τ12s2

(
1 + ρ2

)
α

(
τ12 +

1

α

(
e−ατ2 − e−ατ1

))
,

κ2 = r1τ1

(
τ1
α

+
1

α2

(
e−ατ1 − 1

))
+ r2τ12

(
τ12
α

+
1

α2

(
e−ατ2 − e−ατ1

))
,

thì tập đạt được lùi của hệ (1.40) được bao bởi hình cầu B(0, µ0) = {x ∈ Rn :

‖x‖ ≤ µ0} dưới luật chuyển mạch được chọn như sau σ(x(t)) = i ∈ N khi mà

x(t) ∈ Si.

Nhận xét 1.11. Tương tự như Nhận xét 1.9, bài toán tối ưu sau được đưa ra

để tìm giá trị lớn nhất có thể có của µ0 :

(OP6) : maxµ0

(i), (1.62a)− (1.62f).

Sau đây, chúng tôi đưa ra một ví dụ số để minh họa cho tính hiệu quả của

các tiêu chuẩn do chúng tôi đề xuất.

Ví dụ 1.5. Xét mạng nơ ron chuyển mạch có trễ hỗn hợp biến thiên (1.40) với

hai hệ con và các tham số sau

A1 =

[
3 0

0 5

]
, W1 =

[
0 −1

−1 −0.5

]
,



50

D1 =

[
−0.9 0.1

−0.8 −0.6

]
, E1 = 0, B1 =

[
−0.5

1

]
,

A2 =

[
4 0

0 4

]
, W2 =

[
−1.5 0.2

−0.5 −1

]
,

D2 =

[
−0.7 0.3

−0.9 −0.7

]
, E2 = 0, B2 =

[
−0.5

0.5

]
và ‖ω(t)‖ ≤ 1. Độ trễ τ(t) là hàm liên tục nhưng không khả vi thỏa mãn

τ(t) ∈ [τ1, 0.8]. Trong ví dụ này, chúng tôi xét hai trường hợp sau đây:

(a) Cho trước µ = 0.5. Tìm luật chuyển mạch phù hợp và bao nhỏ nhất có

thể có chứa tập đạt được tiến của hệ tương ứng với tập điều kiện cho trước

Ω0 ≡ B(0, 1).

(b) Cho trước µ = 0.5. Tìm luật chuyển mạch phù hợp và bao lớn nhất có thể có

của tập đạt được lùi của hệ tương ứng với tập mục tiêu cho trước Λ0 ≡ B(0, 2).

Lời giải: (a) Sử dụng Định lý 1.5 kết hợp với Nhận xét 1.9, hình cầu nhỏ

nhất có thể có B(0, β0) chứa tập đạt được tiến của hệ tương ứng với tập điều

kiện ban đầu cho trước Ω0 ≡ B(0, 1) được cho trong Bảng 1.11 với các giá trị

khác nhau của τ1.

Để minh họa bằng hình ảnh, ta chọn độ trễ τ(t) là hàm τ(t) = 0.3+0.5 cos2
(
10t
4

)
,

véc tơ nhiễu ω(t) ∈ {a sin(t), a = −1, . . . , 1} ∪ {−1,−0.9, . . . , 0.9, 1}, điều kiện

ban đầu (x1(t), x2(t))
T ∈ {(b sin(t/2),±

√
1− b2 cos(t/2)), b = −1, . . . , 1}∪

{(b,±
√

1− b2), b = −1,−0.9, . . . , 0.9, 1}. Ta thấy, các điều kiện trong Định lý 1.5

và Nhận xét 1.9 được thỏa mãn với α = 0.3, ε1 = 0.5, ε2 = 0.5, β0 = 1.021, β1 =

0.9594, q1 = 3.5370×10−4, q2 = 0.0274, r1 = 0.8298, r2 = 0.4300, s1 = 0.0080, s2 =

0.0024, θ1 = 3.7668× 10−5, θ2 = 3.4648× 10−5 và

P =

[
0.9593 0.0000

0.0000 0.9593

]
,

Qa =


0.2021 0.0181 0.0253 0.0251

0.0181 0.1798 0.0183 0.0154

0.0253 0.0183 0.2022 0.0252

0.0251 0.0154 0.0252 0.2028

× 10−3,

Qb =


0.0210 −0.0015 0.0066 0.0015

−0.0015 0.0187 0.0000 0.0112

0.0066 0.0000 0.0199 0.0008

0.0015 0.0112 0.0008 0.0125

 ,
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Sa =


0.0047 0.0004 −0.0002 0.0000

0.0004 0.0036 0.0003 −0.0000

−0.0002 0.0003 0.0059 0.0000

0.0000 −0.0000 0.0000 0.0060

 ,

Sb =


0.0020 0.0002 −0.0000 0.0000

0.0002 0.0021 0.0000 −0.0000

−0.0000 0.0000 0.0021 0.0000

0.0000 −0.0000 0.0000 0.0021

 ,
R1 =

[
0.8145 0.0741

0.0741 0.2995

]
, R2 =

[
0.4182 0.0553

0.0553 0.1601

]
,

Λ1 =

[
2.6162 0

0 1.1976

]
, Λ2 =

[
0.2134 0

0 0.1396

]
,

Λ3 =

[
0.0076 0

0 0.0002

]
, Λ4 =

[
0.1097 0

0 0.0200

]
,

Λ5 =

[
0.0010 0

0 0.0001

]
, Λ6 =

[
0.0017 0

0 0.0002

]
,

Λ7 =

[
0.5049 0

0 0.2292

]
, Λ8 =

[
0.0353 0

0 0.0003

]
,

X1 = 0, X2 =



−0.0472 −0.0021 0.0001 0.0002 0.0000 −0.0000

−0.0053 −0.0410 −0.0002 −0.0004 0.0000 0.0000

0.0001 −0.0000 −0.0000 −0.0000 −0.0000 −0.0000

0.0000 −0.0000 −0.0000 −0.0000 0.0000 −0.0000

−0.0000 0.0000 −0.0000 −0.0000 −0.0000 −0.0000

−0.0000 0.0000 −0.0000 −0.0000 0.0000 0.0000


,

U1 =

[
−0.1662 0.0370

−0.2275 −0.0135

]
, U2 =

[
0.1964 0.1696

0.0610 0.0566

]
,

H1 =

[
0.1889 0.0146

0.0301 0.0738

]
, H2 =

[
0.2057 0.0142

0.0056 0.0824

]
.

Các tập S1, S2 trong Định lý 1.5 được xác định như sau:

S1 = {x = (x1, x2) ∈ R2 : 0.9973x21 + 0.9956x1x2 + 0.1350x22 < 0},
S2 = {x = (x1, x2) ∈ R2 : 0.9973x21 + 0.9956x1x2 + 0.1350x22 > 0}.
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Bảng 1.11: Giá trị nhỏ nhất có thể có của β0 với các giá trị khác nhau của τ1

τ1 0 0.1 0.2 0.3

Định lý 1.5 1.032 1.026 1.023 1.021

Luật chuyển mạch giữa hai hệ con được cho bởi

σ(x(t)) =

{
1 nếu x(t) ∈ S1,

2 nếu x(t) ∈ S2.

Theo Định lý 1.5, mọi véc tơ trạng thái của hệ xuất phát từ hình cầu B(0, 1)

đều chứa trong hình cầu B(0, 1.046).
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Hình 1.7: Hình cầu B(0, 1.021) bao tập đạt được tiến của hệ con 1 tương ứng với tập
điều kiện ban đầu Ω0 ≡ B(0, 1)

(b) Sử dụng Định lý 1.6 kết hợp với Nhận xét 1.11, chúng tôi tìm được hình

cầu lớn nhất có thể có B(0, µ0) chứa tập đạt được lùi của hệ tương ứng với tập

mục tiêu cho trước Λ0 ≡ B(0, 2). Bảng 1.12 liệt kê các giá trị lớn nhất có thể có

của µ0 với các giá trị khác nhau của τ1.

Để minh họa bằng hình ảnh, chúng tôi chọn độ trễ τ(t) là hàm τ(t) = 0.3 +

0.5 sin2
(
10t
4

)
, véc tơ nhiễu ω(t) ∈ {−1, . . . , 1}, (x1(t), x2(t))T ∈ {(b,±

√
1− b2), b =

−1.3, . . . , 1.3} là điều kiện ban đầu. Ta thấy, các điều kiện trong Định lý 1.6 và

Nhận xét 1.11 được thỏa mãn với α = 0.2, ε1 = 0.05, ε2 = 0.95, µ0 = 1.986, β1 =
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Hình 1.8: Hình cầu B(0, 1.021) bao tập đạt được tiến của hệ con 2 tương ứng với tập
điều kiện ban đầu Ω0 ≡ B(0, 1)
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Hình 1.9: Hình cầu B(0, 2) bao mọi véc tơ trạng thái của hệ con 1 xuất phát từ hình
cầu Ω0 ≡ B(0, 1.986)

Bảng 1.12: Giá trị lớn nhất có thể có của µ0 với các giá trị khác nhau của τ1

τ1 0 0.1 0.2 0.3

Định lý 1.6 1.972 1.982 1.984 1.986



54

−2 −1 0 1 2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

x1

x
2

 

 

B(0,2)

Hình 1.10: Hình cầu B(0, 2) bao mọi véc tơ trạng thái của hệ con 2 xuất phát từ hình
cầu Ω0 ≡ B(0, 1.986)

0.2500, q1 = 8.3479×10−5, q2 = 0.0023, r1 = 0.2208, r2 = 0.1243, s1 = 0.0019, s2 =

4.7141× 10−4, θ1 = 7.7817× 10−6, θ2 = 7.0511× 10−6 và

P =

[
0.2500 −0.0000

−0.0000 0.2500

]
,

Qa =


0.5021 0.0452 0.0847 0.0601

0.0452 0.4170 0.0452 0.0223

0.0847 0.0452 0.5021 0.0601

0.0601 0.0223 0.0601 0.4589

× 10−4,

Qb =


0.0016 0.0003 0.0004 0.0002

0.0003 0.0010 0.0004 0.0004

0.0004 0.0004 0.0015 0.0002

0.0002 0.0004 0.0002 0.0012

 ,

Sa =


0.0012 0.0001 −0.0000 0.0000

0.0001 0.0009 0.0000 −0.0000

−0.0000 0.0000 0.0014 0.0000

0.0000 −0.0000 0.0000 0.0014

 ,

Sb =


0.4054 0.0368 −0.0017 0.0000

0.0368 0.3679 0.0025 −0.0000

−0.0017 0.0025 0.4088 0.0000

0.0000 −0.0000 0.0000 0.4098

× 10−3,
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R1 =

[
0.2169 0.0046

0.0046 0.0940

]
, R2 =

[
0.1224 0.0120

0.0120 0.0469

]
,

Λ1 =

[
1.1983 0

0 0.3962

]
, Λ2 =

[
0.0150 0

0 0.0405

]
,

Λ3 =

[
0.0144 0

0 0.0001

]
, Λ4 =

[
0.1236 0

0 0.0023

]
,

Λ5 =

[
0.4990 0

0 0.0494

]
× 10−3, Λ6 =

[
0.7868 0

0 0.0899

]
× 10−3,

Λ7 =

[
0.1473 0

0 0.0532

]
, Λ8 =

[
0.0667 0

0 0.0001

]
,

X1 = 0, X2 =



−0.0031 −0.0015 −0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

−0.0013 −0.0023 0.0000 −0.0000 0.0000 0.0000

−0.0000 0.0000 −0.0000 −0.0000 0.0000 0.0000

−0.0000 0.0000 −0.0000 −0.0000 0.0000 0.0000

−0.0000 0.0000 −0.0000 −0.0000 0.0000 0.0000

−0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000


,

U1 =

[
−0.1193 −0.0471

−0.2196 −0.0132

]
, U2 =

[
0.0246 0.0319

0.0126 0.0144

]
,

H1 =

[
0.0780 −0.0167

−0.0127 0.0418

]
, H2 =

[
0.0580 −0.0005

−0.0040 0.0259

]
Các tập S1, S2 trong Định lý 1.6 xác định bởi

S1 = {x = (x1, x2) ∈ R2 : 0.7158x21 + 1.7884x1x2 + 0.1325x22 < 0},
S2 = {x = (x1, x2) ∈ R2 : 0.7158x21 + 1.7884x1x2 + 0.1325x22 > 0}.

Luật chuyển mạch giữa hai hệ con được cho bởi

σ(x(t)) =

{
1 nếu x(t) ∈ S1,

2 nếu x(t) ∈ S2.

Theo Định lý 1.6, quỹ đạo của mọi véc tơ trạng thái của hệ xuất phát từ hình

cầu B(0, 1.986) đều chứa trong hình cầu B(0, 2).
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Chương 2

Bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời
gian hữu hạn của lớp hệ tuyến tính dương đa trễ

2.1. Phát biểu bài toán và một số kiến thức chuẩn bị

Xét hệ điều khiển đa trễ hỗn hợp
ẋ(t) = Ax(t) +

N∑
i=1

Dix(t− τi) +Wω(t) +Bu(t), t ∈ [0, Tf ],

x(s) = φ(s), s ∈ [−τ, 0], τ = max
1≤i≤N

{τi},
(2.1)

ở đó x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ Rm là véc tơ điều khiển, ω(t) ∈ Rp là

véc tơ nhiễu; A ∈ Rn×n, Di ∈ Rn×n,W ∈ Rn×p, B ∈ Rn×m là các ma trận thực

cho trước; τi > 0(i = 1, . . . , N) là độ trễ thời gian. Hàm φ(s) ∈ C([−τ, 0],Rn) là

hàm điều kiện ban đầu với chuẩn xác định bởi ‖φ‖ = supt∈[−τ,0] ‖φ(t)‖. Véc tơ

nhiễu ω(t) là hàm liên tục và thỏa mãn điều kiện sau

∃d > 0 :

∫ Tf

0

ωT (t)ω(t)dt ≤ d. (2.2)

Khi không có tác động của véc tơ điều khiển, hệ (2.1) trở thành
ẋ(t) = Ax(t) +

N∑
i=1

Dix(t− τi) +Wω(t), t ∈ [0, Tf ],

x(s) = φ(s), s ∈ [−τ, 0], τ = max
1≤i≤N

{τi}.
(2.3)

Tương ứng với hệ (2.1), ta xét hàm chi phí toàn phương

J =

∫ Tf

0

(
xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)

)
dt, (2.4)

ở đó Q ∈ Rn×n, R ∈ Rm×m là các ma trận thực, đối xứng, xác định dương cho

trước.
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Định nghĩa 2.1. Hệ (2.3) được gọi là một hệ dương nếu với bất kỳ điều kiện

ban đầu φ(t) ∈ Rn
+ và ω(t) ∈ Rp

+, ta có véc tơ trạng thái x(t) ∈ Rn
+ với mọi

t ≥ 0.

Định nghĩa 2.2. ([56]) Cho trước các số Tf > 0, c2 > c1 > 0. Hệ (2.3) được gọi

là ổn định hữu hạn thời gian tương ứng với bộ (c1, c2, T ) nếu các điều kiện sau

được thỏa mãn với mọi véc tơ nhiễu ω(t) thỏa mãn điều kiện (2.2):

sup
−τ≤s≤0

φT (s)φ(s) ≤ c1 ⇒ xT (t)x(t) < c2, ∀t ∈ [0, Tf ].

Định nghĩa 2.3. Cho các số Tf > 0, c2 > c1 > 0. Nếu tồn tại một luật điều

khiển ngược u∗(t) = Kx(t) và một số dương J∗ sao cho hệ đóng sau
ẋ(t) = (A+BK)x(t) +

N∑
i=1

Dix(t− τi) +Wω(t), t ∈ [0, Tf ],

x(s) = φ(s), s ∈ [−τ, 0], τ = max
1≤i≤N

{τi},
(2.5)

là hệ dương và ổn định hữu hạn thời gian tương ứng với bộ (c1, c2, Tf ) và giá trị

của hàm chi phí toàn phương (2.4) thỏa mãn J ≤ J∗ thì giá trị J∗ được gọi là

giá trị đảm bảo chi phí điều khiển và điều khiển u∗(t) là luật điều khiển ngược

đảm bảo chi phí điều khiển cho hệ (2.1) trong thời gian hữu hạn.

Tiếp theo, chúng tôi nhắc lại một số kết quả bổ trợ được dùng để chứng minh

các kết quả trong mục sau. Nhắc lại rằng một ma trận thực A ∈ Rn×n là ma

trận Metzler nếu tất cả các phần tử nằm ngoài đường chéo chính của ma trận

A đều không âm.

Bổ đề 2.1. ([22]) Hệ (2.3) là hệ dương khi và chỉ khi A là ma trận Metzler,

Di ∈ Rn×n
+ (i = 1, . . . , N),W ∈ Rn×p

+ .

Bổ đề 2.2. ([2]) Cho các ma trận hằng số X, Y, Z có số chiều thích hợp thỏa

mãn Y = Y T > 0, X = XT . Khi đó X + ZTY −1Z < 0 khi và chỉ khi[
X ZT

Z −Y

]
< 0.

2.2. Bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời
gian hữu hạn của lớp hệ tuyến tính dương đa trễ

Trong mục này, chúng tôi trình bày bài toán đảm bảo chi phí điều khiển

trong thời gian hữu hạn của lớp hệ tuyến tính dương đa trễ (2.1). Chúng tôi
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sẽ thiết kế một luật điều khiển ngược u(t) = Kx(t) và tìm một số dương J∗

sao cho hệ đóng (2.5) là hệ dương và ổn định hữu hạn thời gian tương ứng với

bộ (c1, c2, Tf ). Ngoài ra, giá trị của hàm chi phí toàn phương (2.4) thỏa mãn

J ≤ J∗.

Định lý 2.1. Cho trước các số dương Tf , c1, c2. Giả sử rằng W � 0, Di � 0, (i =

1, . . . , N) và tồn tại một ma trận đường chéo chính xác định dương P ∈ Rn×n,

một ma trận Y ∈ Rm×n và một số dương α sao cho các điều kiện sau đây được

thỏa mãn: 

Ξ PDT
1 PDT

2 . . . PDT
N PQ Y TR

∗ −P 0 . . . 0 0 0

∗ ∗ −P . . . 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∗ ∗ ∗ . . . −P 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ . . . −Q 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ . . . −R


< 0, (2.6a)

d+ λ2c1
λ1

< c2e
−αTf , (2.6b)

[A+BY P−1]ij ≥ 0, ∀i 6= j, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n, (2.6c)

ở đó

Ξ = AP + PAT +BY + Y TBT +NP +WW T ,

λ1 = λmin(P−1),

λ2 = λmax(P
−1) +

N∑
i=1

τiλmax(D
T
i P
−1Di).

Khi đó

u(t) = Y P−1x(t), t ∈ [0, Tf ]

là luật điều khiển ngược đảm bảo chi phí điều khiển cho hệ (2.1) trong thời gian

hữu hạn và giá trị đảm bảo chi phí điều khiển được cho bởi

J∗ = d+ λ2‖φ‖2.

Chứng minh. Từ điều kiện (2.6c) ta suy ra A + BK = A + BY P−1 là một ma

trận Metzler. Điều này kết hợp với việc W � 0, Di � 0, (i = 1, . . . , N), ta suy

ra hệ đóng (2.5) là một hệ dương với mọi điều kiện ban đầu φ(t) ∈ Rn
+ và véc
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tơ nhiễu ω(t) ∈ Rp
+ thỏa mãn điều kiện (2.2) theo như kết quả của Bổ đề 2.1.

Tiếp theo, ta xét hàm Lyapunov–Krasovskii sau:

V (t, xt) = eαtxT (t)P−1x(t) +
N∑
i=1

eαt
∫ t

t−τi
xT (s)DT

i P
−1Dix(s)ds.

Lấy đạo hàm của hàm V (t, xt) theo thời gian t dọc theo quỹ đạo của nghiệm

của hệ đóng (2.5), ta thu được đánh giá sau

V̇ (t, xt)− αV (t, xt)

≤ eαtxT (t)
[
P−1A+ ATP−1 + P−1BK +KTBTP−1

]
x(t)

+ eαt
N∑
i=1

2xT (t)P−1Dix(t− τi) + 2eαtxT (t)P−1Wω(t)

+ eαt
N∑
i=1

xT (t)DT
i P
−1Dix(t)− eαt

N∑
i=1

xT (t− τi)DT
i P
−1Dix(t− τi).

(2.7)

Bằng cách sử dụng bất đẳng thức Cauchy cho ma trận, ta thu được các đánh

giá sau:

2eαtxT (t)P−1Wω(t) ≤ eαtxT (t)P−1WW TP−1x(t) + eαtωT (t)ω(t). (2.8)

Mặt khác, ta lại có

eαt
N∑
i=1

2xT (t)P−1Dix(t− τi)

= eαt2xT (t)P−1D1x(t− τ1) + . . .+ eαt2xT (t)P−1DNx(t− τN).

(2.9)

Với i = 1, . . . , N , bằng cách sử dụng bất đẳng thức Cauchy cho ma trận, ta có

eαt2xT (t)P−1Dix(t− τi) ≤ eαtxT (t)P−1x(t) + eαtxT (t− τi)DT
i P
−1Dix(t− τi).

(2.10)

Kết hợp các điều kiện (2.9) và (2.10), ta có

eαt
N∑
i=1

2xT (t)P−1Dix(t− τi)

≤ eαtNxT (t)P−1x(t) + eαt
N∑
i=1

xT (t− τi)DT
i P
−1Dix(t− τi).

(2.11)
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Từ các điều kiện (2.7), (2.8) và (2.11), ta thu được:

V̇ (t, xt)− αV (t, xt)

≤ eαtxT (t)Ωx(t) + eαtωT (t)ω(t)− eαtxT (t)
[
Q+KTRK

]
x(t),

(2.12)

ở đó

Ω = P−1A+ ATP−1 + P−1BK +KTBTP−1 +NP−1 +
N∑
i=1

DT
i P
−1Di

+ P−1WW TP−1 +Q+KTRK.

Bằng cách áp dụng Bổ đề Schur (Bổ đề 2.2), ta có điều kiện Ω < 0 tương đương

với điều kiện sau

Φ =


Ψ DT

1 P
−1 DT

2 P
−1 . . . DT

NP
−1

∗ −P−1 0 . . . 0

∗ ∗ −P−1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

∗ ∗ ∗ . . . −P−1

 < 0, (2.13)

ở đó

Ψ = P−1A+ ATP−1 + P−1BK +KTBTP−1 + P−1WW TP−1

+NP−1 +Q+KTRK.

Bây giờ, nhân bên trái và bên phải của ma trận Φ bởi ma trận

diag{P, . . .︸︷︷︸
(N−1)

, P}

và ma trận chuyển vị của nó và đặt K = Y P−1, ta thu được điều kiện Φ < 0

tương đương với điều kiện (2.6a). Từ điều kiện (2.6a) và việc Q > 0, R > 0, ta

thu được

V̇ (s, xs)− αV (s, xs) < eαsωT (s)ω(s), ∀s ∈ [0, Tf ]. (2.14)

Nhân hai vế của (2.14) với e−αs, ta có

e−αsV̇ (s, xs)− αe−αsV (s, xs) < ωT (s)ω(s), ∀s ∈ [0, Tf ]. (2.15)

Lấy tích phân hai vế của (2.15) từ 0 tới t, ta thu được đánh giá sau

e−αtV (t, xt) < V (0, x0) +

∫ t

0

ωT (s)ω(s)ds < V (0, x0) + d. (2.16)
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Trước hết, ta đi tìm cận trên của V (0, x0) như sau

V (0, x0) = xT (0)P−1x(0) +
N∑
i=1

∫ 0

−τi
xT (s)DT

i P
−1Dix(s) ds

≤ λmax(P
−1)xT (0)x(0) +

(
N∑
i=1

τiλmax(D
T
i P
−1Di)

)
sup
−τ≤s≤0

φT (s)φ(s)

≤

[
λmax(P

−1) +
N∑
i=1

τiλmax(D
T
i P
−1Di)

]
sup
−τ≤s≤0

φT (s)φ(s)

= λ2 sup
−τ≤s≤0

φT (s)φ(s) < λ2c1.

(2.17)

Kết hợp các điều kiện (2.16) và (2.17), ta được

e−αtV (t, xt) < λ2c1 + d. (2.18)

Mặt khác, dễ dàng tính toán được

e−αtV (t, xt) ≥ λ1e
−αtxT (t)x(t), ∀t ∈ [0, Tf ]. (2.19)

Kết hợp điều kiện (2.18) với điều kiện (2.6c), ta có

xT (t)x(t) <
λ2c1 + d

λ1
eαt <

λ2c1 + d

λ1
eαTf ≤ c2, ∀t ∈ [0, Tf ],

điều này chứng tỏ rằng hệ đóng (2.5) là ổn định hữu hạn thời gian tương ứng

với bộ (c1, c2, Tf ). Bây giờ, ta đi tìm giá trị đảm bảo chi phí điều khiển cho hệ

(2.1) trong thời gian hữu hạn. Từ điều kiện (2.12) và (2.6a), ta có

V̇ (t, xt)− αV (t, xt) ≤ eαtωT (t)ω(t)− eαtxT (t)
[
Q+KTRK

]
x(t), (2.20)

Nhân hai vế của (2.20) với e−αt, ta thu được

e−αtV̇ (t, xt)− αV (t, xt)e
−αt ≤ ωT (t)ω(t)− xT (t)

[
Q+KTRK

]
x(t). (2.21)

Lấy tích phân hai vế của (2.21) từ 0 tới Tf , ta thu được

J =

∫ Tf

0

xT (t)
[
Q+KTRK

]
x(t)dt

≤
∫ Tf

0

ωT (t)ω(t)dt+ V (0, x0)− e−αTfV (Tf , xTf )

≤ d+ V (0, x0) ≤ d+ λ2‖φ‖2 = J∗.

(2.22)

Định lí được chứng minh hoàn toàn.



62

Nhận xét 2.1. Vì điều kiện (2.6a) là một bất đẳng thức ma trận tuyến tính

nên ta có thể giải điều kiện này bằng cách sử dụng hộp công cụ LMI Control

Toolbox trong MATLAB (xem [2]). Do đó, từ Định lý 2.1, chúng ta có các bước

sau để giải bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời gian hữu hạn của lớp

hệ tuyến tính dương đa trễ (2.1):

Bước 1. Giải bất đẳng thức ma trận tuyến tính (2.6a), ta thu được ma trận

đường chéo chính xác định dương P và ma trận Y .

Bước 2. Tính ma trận nghịch đảo P−1 và λmin(P−1), λmax(P
−1).

Bước 3. Kiểm tra các điều kiện (2.6b), (2.6c) trong Định lý 2.1. Nếu các điều

kiện này thỏa mãn, chuyển sang Bước 4. Nếu trái lai, quay trở lại Bước 1.

Bước 4. Ma trận điều khiển ngược K xác định bởi K = Y P−1.

Kết quả của Định lý 2.1 có thể mở rộng cho lớp hệ điều khiển đa trễ biến

thiên. Xét hệ điều khiển đa trễ biến thiên
ẋ(t) = Ax(t) +

N∑
i=1

Dix(t− τi(t)) +Wω(t) +Bu(t), t ∈ [0, Tf ],

x(s) = φ(s), s ∈ [−τ, 0], τ = max
1≤i≤N

{τi},
(2.23)

ở đó x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ Rm là véc tơ điều khiển, ω(t) ∈ Rp là

véc tơ nhiễu; A ∈ Rn×n, Di ∈ Rn×n,W ∈ Rn×p, B ∈ Rn×m là các ma trận thực,

hằng số cho trước. Hàm φ(s) ∈ C([−τ, 0],Rn) là điều kiện ban đầu với chuẩn

cho bởi ‖φ‖ = supt∈[−τ,0] ‖φ(t)‖. Véc tơ nhiễu ω(t) thỏa mãn điều kiện (2.2).

Hàm trễ τi(t)(i = 1, . . . , N) là hàm khả vi, liên tục thỏa mãn các điều kiện

0 ≤ τi(t) ≤ τi (i = 1, . . . , N) (2.24a)

τ̇i(t) ≤ δi < 1, (i = 1, . . . , N) (2.24b)

ở đó τi, δi(i = 1, . . . , N) là các hằng số. Hệ quả sau đưa ra một điều kiện đủ cho

việc thiết kế một luật điều khiển ngược đảm bảo chi phí điều khiển trong thời

gian hữu hạn cho hệ điều khiển đa trễ biến thiên (2.23).

Hệ quả 2.1. Cho trước các hằng số dương Tf , c1, c2. Giả sử rằng W � 0, Di �
0, (i = 1, . . . , N) và tồn tại một ma trận đường chéo chính xác định dương

P ∈ Rn×n, một ma trận Y ∈ Rm×n và một số dương α sao cho các điều kiện
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sau đây được thỏa mãn:

Ξ̂ PDT
1 PDT

2 . . . PDT
N PQ Y TR

∗ −P 0 . . . 0 0 0

∗ ∗ −P . . . 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∗ ∗ ∗ . . . −P 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ . . . −Q 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ . . . −R


< 0, (2.25a)

d+ λ2c1
λ1

< c2e
−αTf , (2.25b)

[A+BY P−1]ij ≥ 0, ∀i 6= j, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n, (2.25c)

ở đó

Ξ̂ = AP + PAT +BY + Y TBT +WW T +
N∑
i=1

P

1− δi
,

λ1 = λmin(P−1),

λ2 = λmax(P
−1) +

N∑
i=1

τiλmax(D
T
i P
−1Di).

Khi đó

u(t) = Y P−1x(t), t ∈ [0, Tf ]

là luật điều khiển ngược đảm bảo chi phí điều khiển cho hệ (2.23) trong thời

gian hữu hạn và giá trị đảm bảo chi phí điều khiển được cho bởi

J∗ = d+ λ2‖φ‖2.

Chứng minh. Xét hàm Lyapunov-Krasovskii như sau:

V (xt) = eαtxT (t)P−1x(t) +
N∑
i=1

eαt
∫ t

t−τi(t)
xT (s)DT

i P
−1Dix(s)ds.

Khi đó bằng kỹ thuật tương tự như chứng minh Định lý 2.1, ta dễ dàng chứng

minh được Hệ quả 2.1.

Nhận xét 2.2. Bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời gian hữu hạn

đã được nghiên cứu cho một vài lớp hệ phương trình vi phân trong những năm

gần đây. Trong [73], các tác giả nghiên cứu bài toán đảm bảo chi phí điều khiển
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trong thời gian hữu hạn cho lớp hệ tuyến tính ngẫu nhiên Itô bằng cách sử dụng

công thức Itô, bất đẳng thức Gronwall và biến đổi ma trận. Bài toán đảm bảo

chi phí điều khiển trong thời gian hữu hạn cho lớp ngẫu nhiên Markovian jump

được nghiên cứu trong [74]. Chú ý rằng, độ trễ thời gian không được đề cập

đến trong công trình của các tác giả trong [73, 74]. Gần đây, bằng cách đưa ra

một định nghĩa về tính ổn định hữu hạn thời gian cho lớp hệ tuyến tính dương

chuyển mạch, các tác giả trong [3] đưa ra một số tiêu chuẩn cho bài toán đảm

bảo chi phí điều khiển cho hệ dương tuyến tính chuyển mạch. Khái niệm này

khác so với khái niệm ổn định hữu hạn thời gian được đưa ra bởi Dorato P.,

Weiss L. và Infante E.F. (xem [8, 70]). Chú rằng khái niệm ổn định hữu hạn

thời gian được đưa ra bởi Dorato P., Weiss L. và Infante E.F. đã được nhiều nhà

khoa học sử dụng và đã có hàng ngàn công trình sử dụng khái niệm này được

đăng trên các tạp chí quốc tế ISI uy tín. Theo như hiểu biết của chúng tôi, đây

là lần đầu tiên bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời gian hữu hạn cho

lớp hệ tuyến tính dương đa trễ được nghiên cứu trong các Định lý 2.1 và Hệ quả

2.1 bằng cách sử dụng định nghĩa ổn định hữu hạn thời gian được đưa ra bởi

Dorato P., Weiss L. và Infante E.F.

Sau đây, chúng tôi đưa ra hai ví dụ số để minh họa cho kết quả lý thuyết.

Ví dụ 2.1. Xét hệ điều khiển có trễ{
ẋ(t) = Ax(t) +D1x(t− 0.5) +Wω(t) +Bu(t), t ∈ [0, Tf ],

x(s) = φ(s) � 0, s ∈ [−0.5, 0],
(2.26)

ở đó x(t) ∈ R2
+, u(t) ∈ R. Nhiễu ω(t) ∈ R+ thỏa mãn điều kiện∫ Tf

0

ωT (t)ω(t)dt ≤ 1,

A =

[
−1 −0.1

1 −1

]
, D1 =

[
0.5 0.5

0.1 0.1

]
, B =

[
−0.1

0.3

]
, W =

[
0.01

0.08

]
.

Chú ý rằng ma trận A không là ma trận Metzler. Do đó, khi điều khiển u(t) ≡ 0

hệ (2.26) không là hệ dương. Xét hàm chi phí toàn phương (2.2) với R = [0.02]

và

Q =

[
0.1 0

0 0.3

]
.
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Ta thấy các điều kiện trong Định lý 2.1 được thỏa mãn với c1 = 1, c2 = 1.8, Tf =

5, α = 0.001, d = 1 và

P =

[
0.1274 0

0 0.0957

]
, Y =

[
4.9413 −14.8297

]
.

Vậy, theo Định lý 2.1, hệ đóng tương ứng là một hệ dương và ổn định hữu hạn

thời gian tương ứng với bộ (1, 1.8, 5). Ngoài ra, luật điều khiển ngược đảm bảo

chi phí điều khiển cho hệ (2.26) trong thời gian hữu hạn xác định bởi

u(t) =
[
38.7739 −154.9365

]
x(t), ∀t ∈ [0, 5]

và giá trị đảm bảo chi phí điều khiển cho hệ là

J∗ = 12.5139‖φ‖2 + 1.

Ví dụ 2.2. Xét hệ điều khiển đa trễ biến thiên ẋ(t) = Ax(t) +
3∑
i=1

Dix(t− τi(t)) +Wω(t) +Bu(t), t ∈ [0, Tf ],

x(s) = φ(s) � 0, s ∈ [−1.5, 0],

(2.27)

ở đó x(t) ∈ R2
+, u(t) ∈ R, τ1(t) = sin2 0.2t, τ2(t) = 1.2 sin2 0.25t, τ3(t) = 1.5 sin2 t

3 .

Nhiễu ω(t) ∈ R+ thỏa mãn ∫ Tf

0

ωT (t)ω(t)dt ≤ 1,

A =

[
−1 −1

3 −5

]
, D1 =

[
0.1 0.2

0.2 0.3

]
, D2 =

[
0.2 0.3

0.1 0.5

]
,

D3 =

[
0.4 0.1

0.3 0.2

]
, B =

[
0.5

0.4

]
, W =

[
0.05

0.05

]
.

Dễ dàng kiểm tra được các hàm trễ τ1(t), τ2(t), τ3(t) thỏa mãn điều kiện (2.24)

với τ1 = 1, δ1 = 0.2, τ2 = 1.2, δ2 = 0.3, τ3 = 1.5, δ3 = 0.5. Chú ý rằng ma trận A

không là ma trận Metzler. Do đó, khi điều khiển u(t) ≡ 0 hệ (2.27) không là hệ

dương. Xét hàm chi phí toàn phương (2.2) với R = [0.01] và

Q =

[
0.2 0

0 0.2

]
.
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Rõ ràng, các điều kiện trong Hệ quả 2.1 được thỏa mãn với c1 = 0.1, c2 = 1, Tf =

20, α = 0.0005, d = 1 và

P =

[
0.5969 0

0 0.3703

]
, Y =

[
−2.6634 1.1774

]
.

Vậy, theo Hệ quả 2.1, hệ đóng tương ứng là một hệ dương và ổn định hữu hạn

thời gian tương ứng với bộ (0.1, 1, 20). Ngoài ra, luật điều khiển ngược đảm bảo

chi phí điều khiển cho hệ (2.26) trong thời gian hữu hạn xác định bởi

u(t) =
[
−4.4623 3.1793

]
x(t), ∀t ∈ [0, 20],

và giá trị đảm bảo chi phí điều khiển cho hệ là

J∗ = 5.1344‖φ‖2 + 1.
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Chương 3

Tính ổn định mũ và tính thụ động của lớp hệ phi
tuyến chuyển mạch có trễ biến thiên

Chương này trình bày tính ổn định mũ và tính thụ động của một lớp hệ

phương trình vi phân phi tuyến chuyển mạch có trễ biến thiên. Các kết quả

chính của chương này được viết dựa trên bài báo [62] của chủ nhiệm đề tài.

3.1. Phát biểu bài toán

Xét hệ phương trình vi phân phi tuyến chuyển mạch có trễ biến thiên
ẋ(t) = Aσ(t)x(t) +Dσ(t)x(t− τ(t)) + Eσ(t)ω(t) + fσ(t)(t, x(t), x(t− τ(t)), ω(t)),

xt0(s) = x(t0 + s) = φ(s), s ∈ [−τ2, 0],

z(t) = Mσ(t)x(t) + Uσ(t)x(t− τ(t)) +Wσ(t)ω(t),

(3.1)

ở đó x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, ω(t) ∈ Rm là véc tơ nhiễu, z(t) ∈ Rm là

véc tơ quan sát của hệ; σ(t) : [0,∞)→ N := {1, 2, . . . , N} là luật chuyển mạch;

Ai, Di, Ei,Mi, Ui,Wi, i = 1, . . . , N, là các ma trận hằng số cho trước; φ(s) là điều

kiện ban đầu. Nhiễu phi tuyến fi(.), i = 1, . . . , N, thỏa mãn fi(t, 0, 0, 0) = 0, và

fTi (t, x(t), x(t− τ(t)), ω(t))fi(t, x(t), x(t− τ(t)), ω(t))

≤ xT (t)LTi Lix(t) + xT (t− τ(t))GT
i Gix(t− τ(t)) + ωT (t)HT

i Hiω(t), (3.2)

ở đó Li, Gi, Hi, i = 1, . . . , N, là các ma trận hằng số cho trước. Chú ý rằng

giả thiết (3.2) đặt lên nhiễu phi tuyến fi(.), i = 1, . . . , N, được áp dụng rộng rãi

trong thực tế và được nhiều nhà nghiên cứu xem xét (xem [7, 26, 39, 40, 41, 76]).

Độ trễ τ(t) là hàm liên tục thỏa mãn điều kiện dưới đây

0 ≤ τ1 ≤ τ(t) ≤ τ2, (3.3)
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ở đó τ1, τ2 là các hằng số không âm cho trước.

Tương ứng với tín hiệu chuyển mạch σ(t), ta có trình tự chuyển mạch sau

đây

{xt0; (i0, t0), . . . , (ik, tk) : ik ∈ N , k = 0, 1, . . .},
điều này có nghĩa rằng hệ con thứ ik được kích hoạt khi t ∈ [tk, tk+1).

Định nghĩa 3.1. Cho bất kỳ hai số T2 > T1 ≥ 0, ký hiệu Nσ(T1, T2) là số lần

chuyển đổi của luật chuyển mạch σ(t) trên khoảng (T1, T2). Nếu Nσ(T1, T2) ≤
N0 + T2−T1

Ta
đúng với Ta > 0, N0 ≥ 0, thì Ta được gọi là thời gian dừng trung

bình (the average dwell time). Như thường lệ, ta chọn N0 = 0.

Định nghĩa 3.2. Hệ (3.1), với ω(t) ≡ 0, được gọi là ổn định mũ dưới luật

chuyển mạch σ(t) nếu nghiệm x(t, φ) của hệ (3.1) thỏa mãn

‖x(t, φ)‖ ≤ βe−α(t−t0)‖xt0‖, ∀t ≥ t0

với hằng số β ≥ 1, α > 0.

Định nghĩa 3.3. Hệ phương trình vi phân phi tuyến chuyển mạch có trễ biến

thiên (3.1) được gọi là thụ động nếu tồn tại một hằng số γ ≥ 0 sao cho với điều

kiện ban đầu bằng không, bất đẳng thức dưới đây đúng với mọi tf ≥ t0

2

∫ tf

t0

zT (s)ω(s)ds ≥ −γ
∫ tf

t0

ωT (s)ω(s)ds. (3.4)

3.2. Tính ổn định mũ của lớp hệ phi tuyến chuyển mạch
có trễ biến thiên

Để thuận tiện cho việc trình bày các kết quả tiếp theo, ta ký hiệu ei(i =

1, . . . , 11) ∈ Rn×11n là ma trận khối mà tại vị trí thứ i là ma trận đơn vị I còn

các vị trí khác là ma trận không. Chẳng hạn, e4 = [0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0],

A = Ae1 +De3 + e11, các véc tơ χ0(t) = [χT01(t) χT02(t) χT03(t)]
T , ở đó

χ01(t) =


x(t)

x(t− τ1)
x(t− τ(t))

x(t− τ2)

 , χ02(t) =


1
τ1

∫ t
t−τ1 x(s)ds

1
τ(t)−τ1

∫ t−τ1
t−τ(t) x(s)ds

1
τ2−τ(t)

∫ t−τ(t)
t−τ2 x(s)ds

 ,

χ03(t) =


2
τ21

∫ t
t−τ1

∫ t
s x(u)duds

2
(τ(t)−τ1)2

∫ t−τ1
t−τ(t)

∫ t−τ1
s x(u)duds

2
(τ2−τ(t))2

∫ t−τ(t)
t−τ2

∫ t−τ(t)
s x(u)duds

f(.)

 ,
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các ma trận

G1(τ) = [eT1 τ1e
T
5 (τ − τ1)eT6 + (τ2 − τ)eT7 0.5τ 21 e

T
8 ]T ,

G2 = [AT (e1 − e2)T (e2 − e4)T τ1(e1 − e5)T ]T ,

G3 = [eT1 eT2 eT5 eT8 ]T , G4 = [eT2 eT3 eT6 eT9 ]T , G5 = [eT3 eT4 eT7 eT10]
T ,

và

F =

In −In 0 0

In In −2In 0

In −In 6In −6In

 ,
S = diag{e−ατ1S, 3e−ατ1S, 5e−ατ1S}, Z = diag{e−ατ2Z, 3e−ατ2Z, 5e−ατ2Z}.

Trước hết, ta xét hệ phương trình vi phân phi tuyến có trễ biến thiên dưới

đây
ẋ(t) = Ax(t) +Dx(t− τ(t)) + f(t, x(t), x(t− τ(t))),

xt0(s) = x(t0 + s), s ∈ [−τ2, 0], (3.5)

ở đó nhiễu phi tuyến f(t, x(t), x(t− τ(t))) thỏa mãn điều kiện dưới đây:

fT (t, x(t), x(t− τ(t)))f(t, x(t), x(t− τ(t)))

≤ xT (t)LTLx(t) + xT (t− τ(t))GTGx(t− τ(t)), (3.6)

với L,G là các ma trận thực, hằng số cho trước.

Chọn hàm Lyapunov–Krasovskii cho hệ (3.5) có dạng sau

V (xt) = ηT (t)Pη(t) +

∫ t

t−τ1
eα(s−t)xT (s)Qx(s)ds+

∫ t−τ1

t−τ2
eα(s−t)xT (s)Rx(s)ds

+ τ1

∫ 0

−τ1

∫ t

t+s

eα(s−t)ẋT (u)Sẋ(u)duds

+ τ12

∫ −τ1
−τ2

∫ t

t+s

eα(s−t)ẋT (u)Zẋ(u)duds,

(3.7)

ở đó P ∈ S+4n, Q,R, S, Z ∈ S+n , và

τ12 = τ2 − τ1, η(t) =

[
xT (t)

∫ t

t−τ1
xT (s)ds

∫ t−τ1

t−τ2
xT (s)ds

∫ t

t−τ1

∫ t

s

xT (u)duds

]T
.

Khi đó, ta có bổ đề sau đây.
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Bổ đề 3.1. Cho trước số α > 0. Giả sử rằng tồn tại các ma trận P ∈ S+4n,
Q,R, S, Z ∈ S+n , X ∈ R3n×3n, và một hằng số ε > 0 sao cho bất đẳng thức ma

trận tuyến tính (LMIs) sau đây thỏa mãn với τ ∈ {τ1, τ2}

Φ =

[
Z X

XT Z

]
≥ 0, (3.8a)

Ω(τ) = Ξ1(τ)− Ξ2 − ΓTΦΓ < 0. (3.8b)

Khi đó dọc theo quỹ đạo nghiệm của hệ (3.5), ta thu được đánh giá dưới đây

V (xt) ≤ e−α(t−t0)V (xt0), ∀t ≥ t0, (3.9)

ở đó

Ξ1(τ) = GT1 (τ)PG2 + GT2 PG1(τ) + αGT1 (τ)PG1(τ) + eT1 (Q+ εLTL)e1

+ eT2
(
e−ατ1R− e−ατ1Q

)
e2 − e−ατ2eT4Re4 + εeT3G

TGe3

− εeT11e11 +AT
(
τ 21S + τ 212Z

)
A,

Ξ2 = GT3 F TSFG3, Γ =

[
FG4
FG5

]
.

Chứng minh. Với ε > 0, từ (3.6) ta có

− εfT (.)f(.) + εxT (t)LTLx(t) + εxT (t− τ(t))GTGx(t− τ(t)) ≥ 0. (3.10)

Lấy đạo hàm của V (xt) theo t và sử dụng (3.10), ta thu được

V̇ (xt) + αV (xt) ≤ χT0 (t)Ξ1(τ)χ0(t)− τ1e−ατ1
∫ t

t−τ1
ẋT (s)Sẋ(s)ds

− τ12e−ατ2
∫ t−τ1

t−τ2
ẋT (s)Zẋ(s)ds. (3.11)

Bằng cách áp dụng Bổ đề 1.1, ta thu được ước lượng dưới đây

−τ1e−ατ1
∫ t

t−τ1
ẋT (s)Sẋ(s)ds ≤ −χT0 (t)GT3 F TSFG3χ0(t) = −χT0 (t)Ξ2χ0(t).

(3.12)

Bằng cách tích phân dưới đây thành tổng của hai tích phân

− τ12e−ατ2
∫ t−τ1

t−τ2
ẋT (s)Zẋ(s)ds

= −τ12e−ατ2
∫ t−τ(t)

t−τ2
ẋT (s)Zẋ(s)ds− τ12e−ατ2

∫ t−τ1

t−τ(t)
ẋT (s)Zẋ(s)ds
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và sử dụng Bổ đề 1.1 và 1.2, tích phân thứ hai trong (3.11) được ước lượng thành

− τ12e−ατ2
∫ t−τ1

t−τ2
ẋT (s)Zẋ(s)ds

≤ − τ12
τ(t)− τ1

χT0 (t)GT4 F TZFG4χ0(t)−
τ12

τ2 − τ(t)
χT0 (t)GT5 F TZFG5χ0(t)

= −χT0 (t)ΓT

[
τ12

τ(t)−τ1Z 0

0 τ12
τ2−τ(t)Z

]
Γχ0(t)

≤ −χT0 (t)ΓT
[
Z X

XT Z

]
Γχ0(t)

= −χT0 (t)ΓTΦΓχ0(t). (3.13)

Do đó, từ (3.11) tới (3.13), ta có

V̇ (xt) + αV (xt) ≤ χT0 (t)Ω(τ)χ0(t). (3.14)

Vì Ω(τ) là một hàm affine theo τ nên Ω(τ) < 0 với mọi τ ∈ [τ1, τ2] khi và chỉ

khi Ω(τ1) < 0 và Ω(τ2) < 0. Do đó nếu (3.8b) đúng với τ = τ1 và τ = τ2 thì

V̇ (xt) + αV (xt) ≤ 0, ∀t ≥ t0. (3.15)

Tích phân hai vế của bất đẳng thức trên ta thu được (3.9).

Bây giờ, ta xét hệ phi tuyến chuyển mạch có trễ biến thiên{
ẋ(t) = Aσ(t)x(t) +Dσ(t)x(t− τ(t)) + fσ(t)(t, x(t), x(t− τ(t))),

xt0 = x(t0 + s) = φ(s), s ∈ [−τ2, 0].
(3.16)

Định lý dưới đây đưa ra một điều kiện đủ cho tính ổn định mũ của hệ trong

trường hợp đạo hàm của độ trễ không biết hoặc độ trễ là hàm không khả vi.

Định lý 3.1. Cho trước số α > 0. Giả sử rằng tồn tại các ma trận Pi =
P i
11 P i

12 P i
13 P i

14

P i
21 P i

22 P i
23 P i

24

P i
31 P i

32 P i
33 P i

34

P i
41 P i

42 P i
43 P i

44

 ∈ S+4n, Qi, Ri, Si, Zi ∈ S+n , Xi ∈ R3n×3n, (i = 1, . . . , N), và

các hằng số εi > 0, (i = 1, . . . , N) sao cho bất đẳng thức ma trận tuyến tính sau

đây đúng với τ ∈ {τ1, τ2}

Φi =

[
Zi Xi

XT
i Zi

]
≥ 0, , i = 1, . . . , N, (3.17a)
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Ωi(τ) = Ξi1(τ)− Ξi2 − ΓTΦiΓ < 0, i = 1, . . . , N. (3.17b)

Khi đó hệ (3.16) ổn định mũ với bất kỳ luật chuyển mạch mà thời gian dừng

trung bình (average dwell time) thỏa mãn

Ta > T ∗a =
lnµ

α
. (3.18)

Ngoài ra, nghiệm của hệ thỏa mãn đánh giá dưới đây

‖x(t, φ)‖ ≤
√
b

a
e−λ(t−t0)‖xt0‖, (3.19)

ở đó µ ≥ 1 thỏa mãn

Pi ≤ µPj, Qi ≤ µQj, Ri ≤ µRj, Si ≤ µSj, Zi ≤ µZj, ∀i, j ∈ N , (3.20)

Ai = Aie1 +Die3 + e11, Si = diag{e−ατ1Si, 3e−ατ1Si, 5e−ατ1Si}, i = 1, . . . , N,

Zi = diag{e−ατ2Zi, 3e−ατ2Zi, 5e−ατ2Zi}, i = 1, . . . , N,

Ξi1(τ) = GT1 (τ)PiG2 + GT2 PiG1(τ) + αGT1 (τ)PiG1(τ) + eT1 (Qi + εiL
T
i Li)e1

+ eT2
(
e−ατ1Ri − e−ατ1Qi

)
e2 − e−ατ2eT4Rie4 + εie

T
3G

T
i Gie3

− εieT11e11 +ATi
(
τ 21Si + τ 212Zi

)
Ai, i = 1, . . . , N,

Ξi2 = GT3 F TSiFG3, i = 1, . . . , N,

λ =
1

2

(
α− lnµ

Ta

)
, a = min

i∈N
λmin(P i

11),

b = max
i∈N

λmax(Pi) + τ1 max
i∈N

λmax(Qi) + τ12 max
i∈N

λmax(Ri) +
1

2
max
i∈N

τ 31λmax(Si)

+
1

2
τ 212(τ1 + τ2) max

i∈N
λmax(Zi).

Chứng minh. Xây dựng hàm Lyapunov–Krasovskii cho hệ (3.16) như sau

V (xt) = Vσ(t)(xt) = ηT (t)Pσ(t)η(t) +

∫ t

t−τ1
eα(s−t)xT (s)Qσ(t)x(s)ds

+

∫ t−τ1

t−τ2
eα(s−t)xT (s)Rσ(t)x(s)ds

+ τ1

∫ 0

−τ1

∫ t

t+s

eα(s−t)ẋT (u)Sσ(t)ẋ(u)duds

+ τ12

∫ −τ1
−τ2

∫ t

t+s

eα(s−t)ẋT (u)Zσ(t)ẋ(u)duds. (3.21)
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Khi mà t ∈ [tk, tk+1), các điều kiện (3.17a), (3.17b) và Bổ đề 3.1 cho ta ước

lượng sau

V (xt) = Vσ(t)(xt) ≤ e−α(t−tk)Vσ(tk)(xtk). (3.22)

Sử dụng (3.20) và (3.22), tại thời điểm chuyển mạch ti, ta có

Vσ(ti)(xti) ≤ µVσ(t−i )(xt
−
i

), i = 1, 2, . . . (3.23)

Từ (3.22), (3.23) và quan hệ k = Nσ(t0, t) ≤ t−t0
Ta
, ta thu được

V (xt) ≤ e−α(t−tk)µVσ(t−k )
(xt−k

) ≤ . . . ≤ e−α(t−t0)µkVσ(t0)(xt0)

≤ e−(α− lnµ
Ta )(t−t0)Vσ(t0)(xt0). (3.24)

Sử dụng một vài tính toán trực tiếp, ta thu được

a‖x(t, φ)‖2 ≤ V (xt), Vσ(t0)(xt0) ≤ b‖xt0‖2. (3.25)

Kết hợp (3.24) và (3.25), ta được

‖x(t, φ)‖2 ≤ 1

a
V (xt) ≤

b

a
e−(α− lnµ

Ta )(t−t0)‖xt0‖2. (3.26)

Từ đó ta thu được (3.19). Định lý được chứng minh.

Nhận xét 3.1. Chú ý rằng bài toán nghiên cứu tính ổn định tiệm cận và ổn

định mũ của lớp hệ phương trình vi phân chuyển mạch phi tuyến đã nhận được

sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà khoa học trong những năm gần đây (xem

[26, 39, 40, 41, 54, 76] và các tài liệu tham khảo trong đó). Tuy nhiên, trong các

công trình đã công bố vẫn còn một số hạn chế đó là độ trễ thường được giả thiết

là hàm khả vi và đạo hàm của nó là bị chặn. Mặc dù đã có một số chứng minh

lý thuyết và ví dụ số cho thấy các bất đẳng thức tích phân mới được đề xuất

trong [53] đưa ra ước lượng tốt hơn so với bất đẳng thức Jensen và các biến thể

của nó [17, 59], thách thức cụ thể vẫn là làm cách nào xây dựng được một hàm

Lyapunov-Krasovskii phù hợp và hiệu quả cho hệ phương trình vi phân chuyển

mạch phi tuyến. Bằng cách sử dụng một vài bất đẳng thức tích phân mới được

đề xuất trong [53], kết hợp kỹ thuật tổ hợp lồi trong [52] khi ước lượng đạo hàm

của hàm Lyapunov-Krasovskii và sử dụng cách tiếp cận thời gian dừng trung

bình (the average dwell time), Định lý 3.1 giải bài toán nghiên cứu tính ổn định

mũ của lớp hệ phương trình vi phân chuyển mạch phi tuyến trong trường hợp

độ trễ là hàm liên tục nhưng không khả vi. Do đó, kết quả của chúng tôi ít bảo

thủ hơn các kết quả trong [26, 39, 40, 41, 54, 76].
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Khi độ trễ là một hàm khả vi và τ̇(t) ≤ δ < 1, ở đó δ là một hằng số đã biết,

hệ quả dưới đây cho ta một điều kiện cải tiến cho tinh ổn định mũ của lớp hệ

phương trình vi phân chuyển mạch phi tuyến trong trường hợp này.

Hệ quả 3.1. Cho trước số α > 0. Giả sử rằng tồn tại các ma trận Pi =
P i
11 P i

12 P i
13 P i

14

P i
21 P i

22 P i
23 P i

24

P i
31 P i

32 P i
33 P i

34

P i
41 P i

42 P i
43 P i

44

 ∈ S+4n, Qi, Ri, Si, Zi, Q
d
i ,W

d
i ,M

d
i ∈ S+n , Xi ∈ R3n×3n, (i =

1, . . . , N), và các số εi > 0, (i = 1, . . . , N) sao cho bất đẳng thức ma trận dưới

đây đúng với τ ∈ {τ1, τ2}

Φi =

[
Zi Xi

XT
i Zi

]
≥ 0, , i = 1, . . . , N, (3.27a)

Ω̂i(τ) = Ξ̂i1(τ)− Ξi2 − ΓTΦiΓ < 0, i = 1, . . . , N. (3.27b)

Khi đó hệ (3.16) ổn định mũ với bất kỳ luật chuyển mạch mà thời gian dừng

trung bình thỏa mãn

Ta > T ∗a =
lnµ

α
. (3.28)

Ngoài ra, nghiệm của hệ thỏa mãn đánh giá dưới đây

‖x(t, φ)‖ ≤
√

b

a
e−λ(t−t0)‖xt0‖, (3.29)

ở đó µ ≥ 1 thỏa mãn

Pi ≤ µPj, Qi ≤ µQj, Ri ≤ µRj, Si ≤ µSj, Zi ≤ µZj, Q
d
i ≤ µQd

j ,

W d
i ≤ µW d

j ,M
d
i ≤ µMd

j , ∀i, j ∈ N , (3.30)

Ai = Aie1 +Die3 + e11, Si = diag{e−ατ1Si, 3e−ατ1Si, 5e−ατ1Si}, i = 1, . . . , N,

Zi = diag{e−ατ2Zi, 3e−ατ2Zi, 5e−ατ2Zi}, i = 1, . . . , N,

Ξ̂i1(τ) = GT1 (τ)PiG2 + GT2 PiG1(τ) + αGT1 (τ)PiG1(τ) + eT1 (Qi +Qd
i + εiL

T
i Li)e1

+ eT2
(
e−ατ1Ri − e−ατ1Qi

)
e2 − e−ατ2eT4Rie4

+ eT3
(
εiG

T
i Gi − (1− δ)e−ατ2Qd

i

)
e3

− εieT11e11 + e−ατ1eT2W
d
i e2 − e−ατ2eT4Md

i e4

+ (1− δ)eT3
(
e−ατ1Md

i − e−ατ2W d
i

)
e3

+ATi
(
τ 21Si + τ 212Zi

)
Ai, i = 1, . . . , N,
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Ξi2 = GT3 F TSiFG3, i = 1, . . . , N,

λ =
1

2

(
α− lnµ

Ta

)
, a = min

i∈N
λmin(P i

11),

b = max
i∈N

λmax(Pi) + τ1 max
i∈N

λmax(Qi) + τ12 max
i∈N

λmax(Ri) +
1

2
max
i∈N

τ 31λmax(Si)

+
1

2
τ 212(τ1 + τ2) max

i∈N
λmax(Zi) + τ12 max

i∈N
λmax(W

d
i ) + τ12 max

i∈N
λmax(M

d
i )

+ τ2 max
i∈N

λmax(Q
d
i ).

Chứng minh. Xét hàm Lyapunov–Krasovskii sau

V̂ (xt) = V (xt) +

∫ t

t−τ(t)
eα(s−t)xT (s)Qd

σ(t)x(s)ds+

∫ t−τ1

t−τ(t)
eα(s−t)xT (s)W d

σ(t)x(s)ds

+

∫ t−τ(t)

t−τ2
eα(s−t)xT (s)Md

σ(t)x(s)ds,

ở đó V (xt) được định nghĩa như trong chứng minh của Định lý 3.1. Bằng cách

sử dụng các kỹ thuật tương tự như chứng minh Định lý 3.1, ta dễ dàng chứng

minh được hệ quả này.

Sau đây, chúng tôi đưa ra một vài ví dụ số để minh họa cho các kết quả trên.

Bảng 3.1: So sánh cận trên τ2 của độ trễ

Phương pháp Giá trị lớn nhất có thể có của τ2
[54] 0.0833
[40] 1.23
[41] 1.3924

Hệ quả 3.1 với µ = 1.1 1.4161

Ví dụ 3.1. Xét hệ (3.16) với các tham số sau đây

A1 =

[
0.1 −0.001

−0.001 0.15

]
, D1 =

[
−0.7 0.001

0.001 −0.7

]
,

A2 =

[
0.15 −0.001

−0.001 0.05

]
, D2 =

[
−0.6 0.001

0.001 −0.6

]
,

và nhiễu phi tuyến fi(.), i = 1, 2, thỏa mãn điều kiện dưới đây

‖fi(t, x(t), x(t− τ(t)))‖ ≤ 0.1‖x(t)‖+ 0.0667‖x(t− τ(t))‖, (i = 1, 2).
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Bằng tính toán trực tiếp, ta có

fTi (.)fi(.) ≤ xT (t)(2 ∗ 0.12)x(t) + xT (t− τ(t))(2 ∗ 0.06672)x(t− τ(t)), i = 1, 2.

Bảng 3.1 cho ta sự so sánh về cận trên τ2 với τ1 = 0 và α = 0.05, δ = 0.5. Từ

bảng này, ta thấy Hệ quả 3.1 ít bảo thủ hơn so với các kết quả trong [40, 41, 54].

Ngoài ra, khi độ trễ τ(t) là hàm không khả vi hoặc khi tham số δ không biết,

các tiêu chuẩn ổn định trong [26, 39, 40, 41, 54] không thể áp dụng được cho

ví dụ này. Tuy nhiên, ta thấy các điều kiện trong Định lý 3.1 được thỏa mãn

α = 0.2, µ = 1.01, τ1 = 0, τ2 = 1, ε1 = 0.1155, ε2 = 0.0997, và

P1 =



0.0178 0.0000 −0.0844 −0.0001 −0.0087 −0.0000 0 0

0.0000 0.0184 −0.0001 −0.0859 −0.0000 −0.0090 0 0

−0.0844 −0.0001 1.0941 −0.0002 0.0148 0.0000 0 0

−0.0001 −0.0859 −0.0002 1.0873 0.0000 0.0158 0 0

−0.0087 −0.0000 0.0148 0.0000 0.0078 0.0000 0 0

−0.0000 −0.0090 0.0000 0.0158 0.0000 0.0081 0 0

0 0 0 0 0 0 0.6786 0

0 0 0 0 0 0 0 0.6786


,

P2 =



0.0178 0.0000 −0.0844 −0.0001 −0.0087 −0.0000 0 0

0.0000 0.0183 −0.0001 −0.0859 −0.0000 −0.0090 0 0

−0.0844 −0.0001 1.0942 −0.0002 0.0149 0.0000 0 0

−0.0001 −0.0859 −0.0002 1.0873 0.0000 0.0158 0 0

−0.0087 −0.0000 0.0149 0.0000 0.0078 0.0000 0 0

−0.0000 −0.0090 0.0000 0.0158 0.0000 0.0081 0 0

0 0 0 0 0 0 0.6786 0

0 0 0 0 0 0 0 0.6786


,

Q1 = Q2 =

[
0.0717 0.0001

0.0001 0.0737

]
, S1 = S2 =

[
0.0015 0.0000

0.0000 0.0015

]
,

R1 = R2 =

[
0.0018 0.0000

0.0000 0.0022

]
, Z1 =

[
0.0051 −0.0000

−0.0000 0.0056

]
,

Z2 =

[
0.0049 −0.0000

−0.0000 0.0045

]
,

X1 =



−0.0036 0.0000 0.0009 −0.0000 0.0000 0.0000

0.0000 −0.0039 −0.0000 0.0006 0.0000 0.0000

−0.0008 −0.0000 −0.0007 −0.0000 −0.0006 0.0000

−0.0000 −0.0008 −0.0000 −0.0004 0.0000 −0.0007

0.0002 −0.0000 0.0007 −0.0000 0.0012 −0.0000

−0.0000 0.0002 −0.0000 0.0008 −0.0000 0.0015


,
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X2 =



−0.0032 0.0000 0.0003 0.0000 0.0000 0.0000

0.0000 −0.0029 0.0000 0.0007 0.0000 0.0001

−0.0009 −0.0000 −0.0004 −0.0000 −0.0005 0.0000

−0.0000 −0.0010 −0.0000 −0.0005 0.0000 −0.0005

0.0001 −0.0000 0.0007 −0.0000 0.0011 −0.0000

−0.0000 0.0001 −0.0000 0.0005 −0.0000 0.0010


.

Do đó hệ ổn định mũ với bất kỳ luật chuyển mạch mà thời gian dừng trung bình

(average dwell time) Ta > T ∗a = 0.0498. Ngoài ra, nghiệm x(t, φ) của hệ thỏa

mãn ước lượng dưới đây:

‖x(t, φ)‖ ≤ 7.7530e−0.0751(t−t0)‖xt0‖.

Để minh họa bằng hình ảnh, chúng tôi chọn độ trễ τ(t) là hàm (1− | sin t|).
Rõ ràng, độ trễ là hàm liên tục nhưng không khả vi. Nhiễu phi tuyến được chọn

là fi(t, x(t), x(t− τ(t))) =

[
0.1 sin2 t

0.1

]
x(t) +

[
0.0667 cos2 t

0.0667

]
x(t− τ(t))(i = 1, 2).

Hình 3.1 cho ta quy tắc chuyển mạch giữa hai hệ con của hệ. Hình 3.2 cho ta

quỹ đạo của hệ (3.16) dưới tác động của luật chuyển mạch được cho trong Hình

3.1.
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Hình 3.1: Quy tắc chuyển mạch giữa hai hệ con
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Hình 3.2: Quỹ đạo của hệ (3.16) dưới tác động của luật chuyển mạch được cho trong
Hình 3.1.

Ví dụ 3.2. Xét hệ chuyển mạch (2.22) với fi(.) = 0, (i = 1, 2) và

N = 2, A1 = A2 =

[
−1 0

0 −1

]
, D1 =

[
0 0.5

−1 0

]
, D2 =

[
0 1

−0.5 0

]
,

fi(.) = 0, (i = 1, 2).

Bảng 3.2 và 3.3 cho ta sự so sánh về giá trị lớn nhất có thể có của τ2 giữa

Định lý 3.1 và kết quả trong [39, 76] với α = 0 và α = 0.3, tương ứng. Rõ ràng,

từ hai bảng này, có thể nói kết quả của chúng tôi ít bảo thủ hơn các kết quả đã

công bố trên các công trình trong [39, 76].

Bảng 3.2: So sánh cận trên τ2 với α = 0 và các giá trị khác nhau của τ1

τ1 0 0.4 1

[39] 0.687 0.856 1.335
[76] 1.253 1.368 1.708

Định lý 3.1 với µ = 1.1 2.084 2.237 2.556

Để minh họa bằng hình ảnh, chúng tôi chọn α = 0 và τ(t) = 1 + 1.5| sin t|.
Hình 3.3 chỉ luật chuyển mạch giữa hai hệ con trong ví dụ này. Hình 3.4 cho ta

quỹ đạo của hệ dưới tác động của luật chuyển mạch được cho trong Hình 3.3.
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Hình 3.3: Luật chuyển mạch giữa hai hệ con

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Time(sec)

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

st
at

es
 o

f 
sw

it
ch

ed
 s

y
st

em

x1(t)
x2(t)

Hình 3.4: Quỹ đạo của hệ dưới tác động của luật chuyển mạch được cho trong Hình
3.3
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Bảng 3.3: So sánh cận trên τ2 với α = 0.3 và các giá trị khác nhau của τ1

τ1 0 0.4 0.5

[39] 0.442 0.490 0.518
[76] 0.832 0.869 0.878

Định lý 3.1 with µ = 1.1 1.006 1.071 1.086

Bảng 3.4: Cận trên τ2 với các giá trị khác nhau của τ1

τ1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Định lý 3.1 0.501 0.511 0.519 0.524 0.532 0.542

Ví dụ 3.3. Xét mô hình chất lượng nước suối của sông Nile (xem [16, 46]):

A1 =

[
k1ce 0

−k1de −k1re

]
, D1 =

[
k1cd k1od
−k1dd −k1rd

]
, f1(.) = 0,

A2 =

[
k2ce 0

−k2de −k2re

]
, D2 =

[
k2cd k2od
−k2dd −k2rd

]
, f2(.) = 0,

(3.31)

ở đó kice, k
i
de, k

i
re, k

i
cd, k

i
od, k

i
dd, k

i
rd(i = 1, 2) là các hệ số tỉ lệ. Trong ví dụ này,

chúng tôi giả thiết độ trễ là hàm không khả vi và thỏa mãn điều kiện (3.3). Ta

đi nghiên cứu tính ổn định mũ của hệ (3.31) với các tham số được cho dưới đây

k1ce = 0.1, k2ce = 0.2, k1de = 3, k2de = 4, k1re = k2re = 2,

k1cd = −1.55, k2cd = −1.45, k1od = 0.7, k2od = 0.5,

k1dd = 0.25, k2dd = 0.15, k1rd = 0.3, k2rd = 0.1.

Cận trên τ2 với các giá trị khác nhau của τ1 với α = 0.1, µ = 1.01 cho tính ổn

định mũ của hệ (3.31) thu được bằng cách sử dụng Định lý 3.1 được liệt kê trong

Bảng 3.4.

Để minh họa bằng hình ảnh, chúng tôi chọn α = 0.1 và τ(t) = 0.1 +

0.411| sin t|. Hình 3.5 cho ta luật chuyển mạch giữa hai hệ con của hệ (3.31).

Hình 3.6 cho ta quỹ đạo của hệ (3.31) dưới tác động của luật chuyển mạch được

cho trong Hình 3.5.
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Hình 3.5: Luật chuyển mạch giữa hai hệ con của hệ
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Hình 3.6: Quỹ đạo của hệ dưới tác động của luật chuyển mạch được cho trong Hình
3.5.
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3.3. Tính thụ động của lớp hệ phi tuyến chuyển mạch
có trễ biến thiên

Trước hêt, ta xét hệ có trễ dưới đây
ẋ(t) = Ax(t) +Dx(t− τ(t)) + Eω(t) + f(t, x(t), x(t− τ(t)), ω(t)),

xt0(s) = x(t0 + s) = φ(s), s ∈ [−τ2, 0],

z(t) = Mx(t) + Ux(t− τ(t)) +Wω(t),

(3.32)

ở đó nhiễu phi tuyến f(t, x(t), x(t− τ(t)), ω(t)) thỏa mãn điều kiện dưới đây:

fT (.)f(.) ≤ xT (t)LTLx(t) + xT (t− τ(t))GTGx(t− τ(t)) + ωT (t)HTHω(t),

(3.33)

trong đó L,G,H là các ma trận hằng số cho trước.

Để thuận tiện cho việc trình bày kết quả tiếp theo, ta ký hiệu

ei = [0n×(i−1)n In 0n×(11−i)n 0n×m], (i = 1, . . . , 11), e12 = [0m×11n Im]

A = Ae1 +De3 + e11 + Ee12,

ξ0(t) = [χT01(t) χT02(t) χT03(t) ωT (t)]T .

Bổ đề dưới đây được chứng minh hoàn toàn tương tự như Bổ đề 3.1.

Bổ đề 3.2. Cho trước số α > 0. Giả sử rằng tồn tại các ma trận P ∈ S+4n,
Q,R, S, Z ∈ S+n , X ∈ R3n×3n, và hai hằng số γ ≥ 0, ε > 0 sao cho bất đẳng thức

ma trận tuyến tính dưới đây thỏa mãn với τ ∈ {τ1, τ2}

Φ =

[
Z X

XT Z

]
≥ 0, (3.34a)

Ψ(τ) = Ψ1(τ)− Ξ2 − ΓTΦΓ < 0. (3.34b)

Khi đó đạo hàm dọc theo quỹ đạo nghiệm của hệ (3.32), ta thu được đánh giá

sau đây

V (xt) ≤ e−α(t−t0)V (xt0)−
∫ t

t0

e−α(t−s)ϕ(s)ds, ∀t ≥ t0, (3.35)

ở đó

ϕ(s) = −2zT (s)ω(s)− γωT (s)ω(s),

Ψ1(τ) = GT1 (τ)PG2 + GT2 PG1(τ) + αGT1 (τ)PG1(τ) + eT1 (Q+ εLTL)e1

+ eT2
(
e−ατ1R− e−ατ1Q

)
e2 − e−ατ2eT4Re4 + εeT3G

TGe3

− εeT11e11 + AT
(
τ 21S + τ 212Z

)
A− eT1MT e12 − eT12Me1

− eT3UT e12 − eT12Ue3 − eT12
(
γI +W +W T − εHTH

)
e12.
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Bây giờ, chúng tôi đưa ra một điều kiện đủ cho tính thụ động của hệ phi

tuyến chuyển mạch có trễ biến thiên (3.1).

Định lý 3.2. Cho trước số α > 0. Giả sử rằng tồn tại các ma trận Pi =
P i
11 P i

12 P i
13 P i

14

P i
21 P i

22 P i
23 P i

24

P i
31 P i

32 P i
33 P i

34

P i
41 P i

42 P i
43 P i

44

 ∈ S+4n, Qi, Ri, Si, Zi ∈ S+n , Xi ∈ R3n×3n, (i = 1, . . . , N), và

các hằng số εi > 0, (i = 1, . . . , N), γ ≥ 0 sao cho bất đẳng thức ma trận tuyến

tính dưới đây thỏa mãn với τ ∈ {τ1, τ2}

Φi =

[
Zi Xi

XT
i Zi

]
≥ 0, , i = 1, . . . , N, (3.36a)

Ψi(τ) = Ψi
1(τ)− Ξi2 − ΓTΦiΓ < 0, i = 1, . . . , N. (3.36b)

Khi đó hệ (2.1) thụ động với bất kỳ luật chuyển mạch mà thời gian dừng trung

bình (average dwell time) thỏa mãn (3.18), ở đó µ ≥ 1 thỏa mãn (3.20) và

Ai = Aie1 +Die3 + e11 + Eie12,

Ψi
1(τ) = GT1 (τ)PiG2 + GT2 PiG1(τ) + αGT1 (τ)PiG1(τ) + eT1 (Qi + εiL

T
i Li)e1

+ eT2
(
e−ατ1Ri − e−ατ1Qi

)
e2 − e−ατ2eT4Rie4 + εie

T
3G

T
i Gie3

− εieT11e11 + ATi
(
τ 21Si + τ 212Zi

)
Ai − eT1MT

i e12 − eT12Mie1

− eT3UT
i e12 − eT12Uie3 − eT12

(
γI +Wi +W T

i − εiHT
i Hi

)
e12.

Chứng minh. Khi ω(t) ≡ 0, (3.36a) và (3.36b) suy ra (3.17a) và (3.17b). Do đó

từ Định lý 3.1, ta có hệ ổn định mũ. Để chứng tỏ tính thụ động của hệ (3.1), ta

chọn hàm Lyapunov–Krasovskii (3.21). Từ (3.20), ta có

V (xti) ≤ µV (xt−i ), i = 1, 2, . . . (3.37)

Với bất kỳ t ∈ [tk, tk+1), sử dụng (3.36a), (3.36b), và Bổ đề 3.2, ta có

V (xt) ≤ e−α(t−tk)V (xtk)−
∫ t

tk

e−α(t−s)ϕ(s)ds. (3.38)
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Kết hợp (3.37) và (3.38) ta có

V (xt) ≤ µV (xt−k
)e−α(t−tk) −

∫ t

tk

e−α(t−s)ϕ(s)ds

≤ µkV (xt0)e
−α(t−t0) − µk

∫ t1

t0

e−α(t−s)ϕ(s)ds− µk−1
∫ t2

t1

e−α(t−s)ϕ(s)ds

− . . .−
∫ t

tk

e−α(t−s)ϕ(s)ds

= e−α(t−t0)+Nσ(t0,t) lnµV (xt0)−
∫ t

t0

e−α(t−s)+Nσ(s,t) lnµϕ(s)ds.

(3.39)

Sử dụng điều kiện ban đầu bằng không, (3.39) đưa ra

0 ≤ −
∫ t

t0

e−α(t−s)+Nσ(s,t) lnµϕ(s)ds. (3.40)

Từ điều kiện (3.18), ta thu được Nσ(s, t) ≤ t−s
Ta
≤ (t−s)α

lnµ . Do đó từ (3.40), ta

có

−
∫ t

t0

ϕ(s)ds ≥ 0.

Suy ra

2

∫ t

t0

zT (s)ω(s)ds ≥ −γ
∫ t

t0

ωT (s)ω(s)ds.

Theo Định nghĩa 3.3, hệ (3.1) thụ động. Định lý được chứng minh hoàn toàn.

Nhận xét 3.2. Bằng cách sử dụng một vài bất đẳng thức tích phân mới được

đề xuất trong [53] kết hợp với kỹ thuật tổ hợp lồi trong [52] và cách tiếp cận sử

dụng thời gian dừng trung bình (the average dwell time), Định lý 3.2 đưa ra một

điều kiện đủ cho bài toán nghiên cứu tính thụ động của lớp hệ phương trình vi

phân phi tuyến chuyển mạch có trễ biến thiên. Tiêu chuẩn của chúng tôi tương

đối tổng quát vì một số yếu tố như độ trễ biến thiên dạng khoảng trên cả véc

tơ trạng thái và véc tơ quan sát, độ trễ là hàm không khả vi được xét đến trong

kết quả của chúng tôi. Do đó kết quả của chúng tôi cải tiến và mở rộng các kết

quả đã có trong [37, 38, 78, 79].

Ví dụ dưới đây được đưa ra để minh họa của kết quả của Định lý 3.2.

Ví dụ 3.4. Xét hệ phương trình vi phân phi tuyến chuyển mạch có trễ biến

thiên (3.1) với N = 2,

A1 =

[
−1 0

0.5 −1.8

]
, D1 =

[
0 0.3

−1 0

]
, E1 =

[
2

1

]
, M1 =

[
1 2

]
,
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U1 =
[
−1 2

]
, W1 =

[
0.2
]
,

A2 =

[
−0.5 0

0.9 −2

]
, D2 =

[
0 0.4

−1 0

]
, E2 =

[
1

0

]
, M2 =

[
1 3

]
,

U2 =
[
2 −2

]
, W2 =

[
0.5
]
,

và nhiễu phi tuyến fi(.), i = 1, 2, thỏa mãn điều kiện dưới đây

fTi (.)fi(.) ≤ xT (t)0.12x(t)+xT (t−τ(t))0.22x(t−τ(t))+ωT (t)0.32ω(t), i = 1, 2.

Giá trị lớn nhất có thể của cận trên τ2 với α = 0.1, µ = 2 cho tính thụ động của

hệ thu được bằng cách sử dụng Định lý 3.2 được liệt kê trong Bảng 3.5.

Bảng 3.5: Cận trên τ2 với các giá trị khác nhau của τ1

τ1 0 0.5 0.9 1 1.5 2

Định lý 3.2 1.548 1.732 1.880 1.915 2.084 2.214
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Chương 4

Tính ổn định hóa của lớp hệ phương trình vi
phân phân thứ Caputo có nhiễu phi tuyến

4.1. Một số kiến thức về giải tích phân thứ

Trước hết, chúng tôi trình bày lại một số kiến thức cơ bản về giải tích phân

thứ.

Định nghĩa 4.1. ([21]) Cho α > 0 và [a, b] ⊂ R, tích phân phân thứ Riemann-

Liouville cấp α của hàm x : [a, b] −→ R được cho bởi

t0I
α
t x(t) :=

1

Γ(α)

∫ t

t0

(t− s)α−1x(s)ds, t ∈ (a, b],

trong đó Γ(.) là hàm Gamma xác định bởi Γ(α) =
+∞∫
0

tα−1e−t dt, α > 0.

Trong Định nghĩa 4.1 khi α = 0, chúng ta quy ước t0I
α
t := I với I là toán

tử đồng nhất. Sự tồn tại của tích phân phân thứ Riemann–Liouville cấp α với

0 < α < 1 được cho bởi định lý sau

Định lý 4.1. ([6]) Giả sử x : [a, b] −→ R là một hàm khả tích trên [a, b]. Khi

đó, tích phân t0I
α
t x(t) tồn tại với hầu hết t ∈ [a, b]. Hơn nữa, t0I

α
t x cũng là một

hàm khả tích.

Ví dụ sau đây cho ta tích phân phân thứ của một số hàm cơ bản.

Ví dụ 4.1. ([6])

(i) Cho x(t) = (t− a)β, ở đây β > −1 và t > a. Với bất kì α > 0, chúng ta có

t0I
α
t x(t) =

Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(t− a)α+β, t > a.
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(ii) Cho x(t) = eλt, λ > 0. Với bất kì α > 0, chúng ta có

t0I
α
t x(t) = λ−α

+∞∑
j=0

(λt)α+j

Γ(α + j + 1)
, t > 0.

Định nghĩa 4.2. ([23]) Cho trước một số thực dương α và một khoảng [a, b] ⊂
R. Đạo hàm phân thứ Riemann–Liouville cấp α của hàm x : [a, b] −→ R được

cho bởi

RL
t0 D

α
t x(t) :=

dn

dtn
[
t0I

n−α
t x(t)

]
=

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

t0

(t− s)n−α−1x(s)ds,

trong đó n := dαe là số nguyên nhỏ nhất lớn hơn hoặc bằng α và dn

dtn là đạo hàm

thông thường cấp n.

Ví dụ 4.2. Cho hàm bước đơn vị (unit-step function)

f(t) =

{
1, nếu t ≥ 0

0, nếu t < 0.

Bằng cách sử dụng Định nghĩa 4.2, ta tính đạo hàm phân thứ Riemann–Liouville

cấp α của hàm f(t) là

RL
0 Dα

t f(t) =
t−α

Γ(1− α)
.

Trước khi trình bày điều kiện cho sự tồn tại của đạo hàm phân thứ Riemann–

Liouville, chúng tôi nhắc lại một số kết quả sau.

Cho [a, b] là một khoảng hữu hạn trong R. AC[a, b] là không gian các hàm

tuyệt đối liên tục trên [a, b]. Kolmogorov và Fomin đã chỉ ra mối liên hệ giữa

các hàm tuyệt đối liên tục và các hàm khả tích Lebesgue như sau:

f(t) ∈ AC[a, b]⇔ f(t) = c+

∫ t

a

ϕ(s)ds (ϕ(s) ∈ L(a, b)),

do đó một hàm tuyệt đối liên tục f(t) có đạo hàm f ′(t) = ϕ(t) hầu khắp nơi

trên [a, b].

Với n ∈ N, ta định nghĩa lớp hàm ACn[a, b] như sau:

ACn[a, b] = {f : [a, b] −→ R, (Dn−1f)(t) ∈ AC[a, b]

(
D =

d

dt

)
}.

Mệnh đề sau đây cho ta một số đặc tính của lớp hàm ACn[a, b].
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Mệnh đề 4.1. ([21]) Không gian ACn[a, b] chứa tất cả các hàm f(t) có dạng

như sau:

f(t) = t0I
α
t ϕ(t) +

n−1∑
k=0

ck(t− t0)k,

trong đó ϕ(t) ∈ L(a, b), ck(k = 0, 1, . . . , n− 1) là các hằng số tùy ý và

t0I
α
t ϕ(t) =

1

(n− 1)!

∫ t

t0

(t− s)n−1ϕ(s)ds.

Ngoài ra, từ các điều kiện trên ta có

ϕ(s) = f (n)(s), ck =
f (k)(t0)

k!
(k = 0, 1, . . . , n− 1).

Định lý sau cho ta một tiêu chuẩn cho sự tồn tại của đạo hàm phân thứ

Riemann–Liouville.

Định lý 4.2. ([21]) Cho α ≥ 0, n = [α] + 1. Nếu f(t) ∈ ACn[a, b], khi đó đạo

hàm phân thứ RL
t0 D

α
t f(t) tồn tại hầu khắp nơi trên [a, b] và có thể được biểu diễn

dưới dạng sau

RL
t0 D

α
t f(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(t0)

Γ(1 + k − α)
(t− t0)k−α +

1

Γ(n− α)

∫ t

t0

f (n)(s)ds

(t− s)α−n+1
.

Kết quả sau đây được suy ra trực tiếp từ Định lý 4.2.

Hệ quả 4.1. ([21]) Nếu 0 < α < 1 và f(t) ∈ AC[a, b] thì

RL
t0 D

α
t f(t) =

1

Γ(1− α)

[
f(t0)

(t− t0)α
+

∫ t

t0

f ′(s)ds

(t− s)α

]
.

Mệnh đề sau khẳng định toán tử đạo hàm phân thứ Riemann–Liouville là

một toán tử tuyến tính.

Mệnh đề 4.2. ([23]) Cho trước một số thực dương α. Khi đó đạo hàm phân thứ

Riemann–Liouville cấp α là một toán tử tuyến tính, tức là

RL
t0 D

α
t [λf(t) + µg(t)] = λ RLt0 D

α
t f(t) + µ RL

t0 D
α
t g(t)

trong đó λ, µ ∈ R, f(t), g(t) ∈ ACn[a, b].
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Chứng minh. Ta có

RL
t0 D

α
t [λf(t) + µg(t)]

=
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

t0

(t− s)n−α−1 [λf(s) + µg(s)] ds

=
λ

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

t0

(t− s)n−α−1f(s)ds+
µ

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

t0

(t− s)n−α−1g(s)ds

= λ RLt0 D
α
t f(t) + µ RL

t0 D
α
t g(t).

Định nghĩa 4.3. ([23]) Cho trước một số thực dương α và một khoảng [a, b] ⊂
R. Đạo hàm phân thứ Caputo cấp α của hàm x : [a, b] −→ R được cho bởi

C
t0D

α
t x(t) := t0I

n−α
t Dnx(t),

trong đó n := dαe là số nguyên nhỏ nhất lớn hơn hoặc bằng α và Dn = dn

dxn là

đạo hàm thông thường cấp n.

Đối với một hàm véc tơ x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xd(t))
T
đạo hàm phân thứ

Caputo của x(t) được định nghĩa theo từng thành phần như sau:

C
t0D

α
t x(t) :=

(
C
t0D

α
t x1(t),

C
t0D

α
t x2(t), . . . ,

C
t0D

α
t xd(t)

)T
.

Định lí sau cho ta một điều kiện đủ cho sự tồn tại đào hàm Caputo phân thứ

cấp α.

Định lý 4.3. ([21]) Cho α ≥ 0, n = [α] + 1. Nếu f(t) ∈ ACn[a, b], khi đó đạo

hàm phân thứ Caputo C
t0D

α
t f(t) tồn tại hầu khắp nơi trên [a, b]. Hơn nữa, ta có

(i) Nếu α 6∈ N thì Ct0D
α
t x(t) biểu diễn dưới dạng sau:

C
t0D

α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

t0

f (n)(s)ds

(t− s)α−n+1
.

Đặc biệt, khi 0 < α < 1 và f(t) ∈ AC[a, b], ta có:

C
t0D

α
t f(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

t0

f ′(s)ds

(t− s)α
.

(ii) Nếu α = n ∈ N thì Ct0D
n
t f(t) biểu diễn dưới dạng sau:

C
t0D

n
t f(t) = f (n)(t).

Đặc biệt,
C
t0D

0
t f(t) = f(t).
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Mệnh đề sau khẳng định toán tử đạo hàm phân thứ Caputo là một toán tử

tuyến tính.

Mệnh đề 4.3. ([23]) Cho trước một số thực dương α. Khi đó đạo hàm phân thứ

Caputo cấp α là một toán tử tuyến tính, tức là

C
t0D

α
t [λf(t) + µg(t)] = λ Ct0D

α
t f(t) + µ C

t0D
α
t g(t),

trong đó λ, µ ∈ R, f(t), g(t) ∈ ACn[a, b].

Chứng minh. Tương tự như chứng minh Mệnh đề 4.2.

Ta dễ dàng chứng minh được tính chất sau của đạo hàm phân thứ Caputo.

Mệnh đề 4.4. ([23]) Cho trước một số thực dương α. Nếu ξ là hằng số thì
C
t0D

α
t ξ = 0.

Giống với phép tính vi–tích phân cổ điển, đạo hàm phân thứ Caputo là nghịch

đảo trái của toán tử tích phân phân thứ.

Định lý 4.4. ([21]) Cho α > 0 và f(t) ∈ C[a, b]. Khi đó ta có

C
t0D

α
t ( t0I

α
t f(t)) = f(t).

Tuy nhiên, đạo hàm phân thứ Caputo nói chung không là toán tử nghịch đảo

phải của tích phân phân thứ. Điều này được chỉ rõ trong định lí dưới đây

Định lý 4.5. ([21]) Cho α > 0, n = [α] + 1. Nếu f(t) ∈ ACn[a, b] thì

t0I
α
t

(
C
t0D

α
t f(t)

)
= f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(t0)

k!
(t− t0)k.

Đặc biệt, nếu 0 < α ≤ 1 và f(t) ∈ AC[a, b] thì

t0I
α
t

(
C
t0D

α
t f(t)

)
= f(t)− f(t0).

Giữa các đạo hàm phân thứ Riemann-Liouville và Caputo có quan hệ sau

Định lý 4.6. [6] Cho α > 0 và đặt n = dαe . Với bất kì x ∈ ACn[a, b], chúng ta

có:

C
t0D

α
t x(t) =RL

t0 Dα
t

(
x(t)−

n−1∑
j=0

(t− t0)j

j!
x(j)(t0)

)
,

với hầu hết t ∈ [a, b].
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Tiếp theo, chúng tôi nhắc lại định nghĩa về hàm Mittag-Leffler.

Định nghĩa 4.4. Cho α ∈ C, một hàm Eα : C −→ C xác định bởi

Eα(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
,

được gọi là hàm Mittag-Leffler một tham số.

Nhận xét 4.1. Trong Định nghĩa 4.4, nếu cho α = 1, ta có

E1(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=

+∞∑
k=0

zk

k!
= ez.

Do đó hàm Mittag-Leffler chính là mở rộng của khái niệm hàm mũ.

Định nghĩa 4.5. Cho α, β ∈ C, một hàm Eα,β : C −→ C xác định bởi

Eα,β(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
,

được gọi là hàm Mittag-Leffler hai tham số. Các hàm Mittag-Leffler nhận giá

trị ma trận được định nghĩa hoàn toàn tương tự, tức là

Eα,β(A) =
+∞∑
k=0

Ak

Γ(αk + β)
,∀A ∈ Rn×n.

Các tính chất của hàm Mittag-Leffler một tham số, hai tham số đã được

trình bày chi tiết trong cuốn sách chuyên khảo của Podlubny I. (xem [55]).

4.2. Một số tiêu chuẩn ổn định hóa của lớp hệ phương
trình vi phân phân thứ Caputo có nhiễu phi tuyến

Xét hệ điều khiển phân thứ Caputo có nhiễu phi tuyến
C
t0D

α
t x(t) = [A+ ∆A(t)]x(t) + f(x(t))

+ [B + ∆B(t)]u(t), t ≥ t0 ≥ 0,

x(t0) = x0 ∈ Rn,

(4.1)

ở đó α ∈ (0, 1), x(t) ∈ Rn là véc tơ trạng thái, u(t) ∈ Rm là véc tơ điều khiển,

∆A(t) = GaFa(t)Ha,∆B(t) = GbFb(t)Hb, trong đó A,B,Ga, Gb, Ha, Hb là các
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ma trận thực, hằng số cho trước có số chiều thích hợp; Fa(t) và Fb(t) là các ma

trận không biết thỏa mãn điều kiện F T
a (t)Fa(t) ≤ I, F T

b (t)Fb(t) ≤ I, ∀t ≥ t0 ≥
0; nhiễu phi tuyến f(x(t)) ∈ Rn, f(0) = 0, là hàm liên tục Lipschitz, tức là tồn

tại một hằng số κ > 0 sao cho với bất kỳ x(t), y(t) ∈ Rn, ta có

‖f(x(t))− f(y(t))‖ ≤ κ‖x(t)− y(t)‖, ∀t ≥ t0 ≥ 0. (4.2)

Đặc biệt, khi y(t) = 0, ta có

‖f(x(t))‖ ≤ κ‖x(t)‖, ∀x(t) ∈ Rn, ∀t ≥ t0 ≥ 0. (4.3)

Khi véc tơ điều khiển u(t) ≡ 0, hệ (4.1) trở thành
C
t0D

α
t x(t) = [A+ ∆A(t)]x(t) + f(x(t)),

t ≥ t0 ≥ 0,

x(t0) = x0 ∈ Rn.

(4.4)

Nhận xét 4.2. Không mất tính tổng quát, trong cả mục này, chúng tôi chỉ

nghiên cứu tính ổn định của điểm cân bằng 0 của hệ (4.1) bởi vì mọi điểm cân

bằng bất kỳ của hệ đều đưa về điểm cân bằng gốc 0 bằng cách đổi biến và từ

tính chất ổn định của điểm gốc 0 đều suy ra tính ổn định của điểm cân bằng

bất kỳ của hệ. Ngoài ra, thay vì nói điểm cân bằng 0 của hệ ổn định ta chỉ nói

hệ ổn định.

Định nghĩa 4.6. ([33]) Hệ (4.4) được gọi là ổn định Mittag-Leffler nếu

‖x(t)‖ ≤ [m(x0)Eα (−λ(t− t0)α)]
β
,

ở đó λ > 0, β > 0, m(x) ≥ 0 (m(0) = 0) thỏa mãn điều kiện Lipschitz địa

phương theo biến x ∈ Rn với hằng số Lipschitz m0.

Nhận xét 4.3. ([77]) Nhận xét rằng nếu hệ (4.4) là ổn định Mittag-Leffler thì

hệ ổn định tiệm cận, tức là lim
t→+∞

‖x(t)‖ = 0.

Bây giờ, chúng tôi nhắc lại một số bổ đề kỹ thuật được dùng để chứng minh

kết quả chính của mục này.

Bổ đề 4.1. ([9]) Cho x(t) ∈ Rn là một hàm véc tơ liên tục và có đạo hàm. Khi

đó với bất kỳ t ≥ t0, ta có bất đẳng thức sau

1

2
C
t0D

α
t

(
xT (t)Px(t)

)
≤ xT (t)P C

t0D
α
t x(t),

∀α ∈ (0, 1), ∀t ≥ t0 ≥ 0,

ở đó P ∈ Rn×n là một ma trận đối xứng, xác định dương.
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Bổ đề 4.2. ([33]) Cho x = 0 là điểm cân bằng của hệ phương trình vi phân phân

thứ C
t0D

α
t x(t) = f(t, x). Điểm cân bằng x = 0 là ổn định Mittag-Leffler nếu tồn

tại các hằng số dương β1, β2, β3, a, b, và một hàm khả vi liên tục V (t, x(t)) thỏa

mãn các điều kiện sau:

β1‖x‖a ≤ V (t, x(t)) ≤ β2‖x‖ab (4.5)

C
t0D

α
t V (t, x(t)) ≤ −β3‖x‖ab, (4.6)

ở đó α ∈ (0, 1), và V (t, x(t)) : [0,∞) × D −→ R thỏa mãn điều kiện Lipschitz

địa phương theo x; D ⊂ Rn là một tập mở chứa gốc 0. Nếu tất cả các giả thiết

trên đúng trên Rn, thì điểm cân bằng x = 0 là ổn định Mittag-Leffler toàn cục.

Mục đích chính của ta trong mục này là ta thiết kế một điều khiển ngược

u(t) = Kx(t) sao cho hệ đóng sau đây
C
t0D

α
t x(t) =

[
A+GaFa(t)Ha +BK +GbFb(t)HbK

]
x(t)

+f(x(t)),∀t ≥ t0 ≥ 0,

x(t0) = x0 ∈ Rn,

(4.7)

∀α ∈ (0, 1) ổn định Mittag-Leffler và do đó là ổn định tiệm cận theo như Nhận

xét 4.3.

Định lý dưới đây cho ta một điều kiện đủ cho tính ổn định hóa được của hệ

điều khiển phân thứ (4.1).

Định lý 4.7. Hệ đóng (4.7) ổn định Mittag-Leffler toàn cục nếu tồn tại một

ma trận đối xứng, xác định dương P, một ma trận Y có số chiều thích hợp sao

cho các phép toán đại số về ma trận thực hiện được và ba số dương ε1, ε2, ε3
sao cho bất đẳng thức ma trận tuyến tính sau đây được thỏa mãn:

M11 PHT
a Y THT

b κP

∗ −ε1I 0 0

∗ ∗ −ε2I 0

∗ ∗ ∗ −ε3I

 < 0, (4.8)

ở đó

M11 = AP + PAT +BY + Y TBT + ε1GaG
T
a

+ ε2GbG
T
b + ε3I.

Ngoài ra, điều khiển ngược ổn định hóa hệ (4.1) xác định bởi:

u(t) = Y P−1x(t), t ≥ t0 ≥ 0.
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Chứng minh. Vì P là một ma trận đối xứng, xác định dương nên P−1 cũng là

một ma trận đối xứng, xác định dương. Ta xét hàm Lyapunov sau đây:

V (t) = xT (t)P−1x(t).

Dễ dàng kiểm tra được

λmin(P−1)‖x(t)‖2 ≤ V (t) ≤ λmax(P
−1)‖x(t)‖2. (4.9)

Do đó điều kiện (4.5) trong Bổ đề 4.2 được thỏa mãn. Áp dụng Bổ đề 4.1, ta

lấy đạo hàm phân thứ Caputo cấp α của hàm V (t) dọc theo quỹ đạo nghiệm

của hệ đóng (4.7) như sau

C
t0D

α
t V (t)

≤ 2xT (t)P−1 Ct0D
α
t x(t)

= 2xT (t)P−1
(
A+BK +GaFa(t)Ha +GbHb(t)HbK

)
x(t)

+ 2xT (t)P−1f(t, x(t))

= xT (t)

[
P−1A+ ATP−1 + P−1BK +KTBTP−1

]
x(t)

+ 2xT (t)P−1GaFa(t)Hax(t) + 2xT (t)P−1GbFb(t)HbKx(t)

+ 2xT (t)P−1f(x(t)).

(4.10)

Bằng cách sử dụng bất đẳng thức Cauchy ma trận và điều kiện (4.3), ta thu

được các đánh giá sau

2xT (t)P−1GaFa(t)Hax(t)

≤ ε1x
T (t)P−1GaG

T
aP
−1x(t) + ε−11 xT (t)HT

a Hax(t),

2xT (t)P−1GbFb(t)HbKx(t)

≤ ε2x
T (t)P−1GbG

T
b P
−1x(t) + ε−12 xT (t)KTHT

b HbKx(t),

(4.11)

và

2xT (t)P−1f(t, x(t))

≤ ε3x
T (t)P−1P−1x(t) + ε−13 fT (x(t))f(x(t))

≤ ε3x
T (t)P−1P−1x(t) + ε−13 κ2xT (t)x(t).

(4.12)

Từ các điều kiện (4.10), (4.11) và (4.12), ta thu được đánh giá sau

C
t0D

α
t V (t) ≤ xT (t)Ωx(t), ∀t ≥ t0 ≥ 0, (4.13)
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ở đó

Ω = P−1A+ ATP−1 + P−1BK +KTBTP−1

+ ε1P
−1GaG

T
aP
−1 + ε2P

−1GbG
T
b P
−1 + ε3P

−1P−1

+ ε−11 HT
a Ha + ε−12 KTHT

b HbK + ε−13 κ2I.

Nhân hai vế của ma trận Ω bởi ma trận P và đặt K = Y P−1, ta có

Φ = PΩP = AP + PAT +BY + Y TBT + ε1GaG
T
a

+ ε2GbG
T
b + ε3I + ε−11 PHT

a HaP

+ ε−12 Y THT
b HbY + ε−13 κ2PP.

Chú ý rằng Ω < 0 tương đương với Φ < 0. Bằng cách áp dụng Bổ đề Schur (Bổ

đề 2.2), ta có Φ < 0 tương đương với (4.8). Từ đó, ta có

C
t0D

α
t V (t) ≤ λmax(Ω)‖x(t)‖2. (4.14)

Từ (4.8), ta có Ω < 0. Suy ra λmax(Ω) < 0. Vậy điều kiện (4.6) trong Bổ đề 4.2

cũng được thỏa mãn. Do đó hệ (4.7) là ổn định Mittag-Leffler. Định lý được

chứng minh hoàn toàn.

Khi ∆A(t) = 0, ∆B(t) = 0, hệ (4.1) trở thành{
C
t0D

α
t x(t) = Ax(t) + f(x(t)) +Bu(t),∀t ≥ t0 ≥ 0,

x(t0) = x0 ∈ Rn.
(4.15)

Hệ đóng tương ứng với hệ (4.15) khi ta dùng điều khiển ngược u(t) = Kx(t)

được mô tả bởi{
C
t0D

α
t x(t) = (A+BK)x(t) + f(x(t)),∀t ≥ t0 ≥ 0,

x(t0) = x0 ∈ Rn.
(4.16)

Kết quả sau đây được suy ra trực tiếp từ Định lý 4.7.

Hệ quả 4.2. Hệ đóng (4.16) ổn định Mittag-Leffler toàn cục nếu tồn tại một

ma trận đối xứng, xác định dương P, một ma trận Y có số chiều thích hợp và

một hằng số ε sao cho bất đẳng thức ma trận tuyến tính sau được thỏa mãn[
N11 κP

∗ −εI

]
< 0, (4.17)
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ở đó

N11 = AP + PAT +BY + Y TBT + εI.

Ngoài ra, điều khiển ngược ổn định hóa hệ (4.15) được xác định như sau:

u(t) = Y P−1x(t), t ≥ t0 ≥ 0.

Nhận xét 4.4. Một số kết quả gần đây (xem [4, 5, 29, 69, 75]) đã nghiên cứu

tính ổn định hóa được cho hệ phân thứ (4.15). Tuy nhiên, các kết quả trên

chỉ nghiên cứu tính ổn định hóa được địa phương của điểm cân bằng gốc 0

của hệ bởi vì thành phần phi tuyến trong các kết quả trên thỏa mãn điều kiện

lim
x→0

‖f(x(t))‖
‖x(t)‖ = 0. Ngược lại, Hệ quả 4.2 đưa ra một điều kiện đủ cho tính ổn định

hóa được của hệ (4.15) bằng cách sử dụng phương pháp trực tiếp Lyapunov cho

hệ phân thứ và cách tiếp cận sử dụng bất đẳng thức ma trận tuyến tính. Do

đó, có thể nói kết quả của chúng tôi ít bảo thủ hơn so với các kết quả trong

[4, 5, 29, 69, 75].

Tiếp theo, chúng tôi nghiên cứu tính ổn định hóa của lớp hệ tuyến tính không

chắc chắn phân thứ (tức là hệ (4.1) với f(x(t)) ≡ 0):{
C
t0D

α
t x(t) = [A+ ∆A(t)]x(t) + [B + ∆B(t)]u(t),∀t ≥ t0 ≥ 0,

x(t0) = x0 ∈ Rn.
(4.18)

Với điều khiển ngược u(t) = Kx(t), hệ (4.18) trở thành{
C
t0D

α
t x(t) = [A+BK + ∆A(t) + ∆B(t)K]x(t),∀t ≥ t0 ≥ 0,

x(t0) = x0 ∈ Rn.
(4.19)

Hệ quả 4.3. Hệ đóng (4.19) ổn định Mittag-Leffler toàn cục nếu tồn tại một

ma trận đối xứng, xác định dương P, một ma trận Y có số chiều thích hợp và

hai hằng số dương ε1, ε2 sao cho bất đẳng thức ma trận tuyến tính sau đây được

thỏa mãn: W11 PHT
a Y THT

b

∗ −ε1I 0

∗ ∗ −ε2I

 < 0, (4.20)

ở đó

W11 = AP + PAT +BY + Y TBT + ε1GaG
T
a + ε2GbG

T
b .

Hơn nữa, luật điều khiển ngược ổn định hóa xác định bởi:

u(t) = Y P−1x(t), t ≥ t0 ≥ 0.
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4.3. Ví dụ số

Trong mục này, chúng tôi đưa ra hai ví dụ số minh họa cho các kết quả lý

thuyết ở Mục 4.2.

Ví dụ 4.3. Xét hệ điều khiển phân thứ Caputo có nhiễu phi tuyến sau đây
C
0D

α
t x(t) = [A+GaFa(t)Ha]x(t) + f(x(t))

+ [B +GbFb(t)Hb]u(t), ∀t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ R3,

(4.21)

ở đó 0 < α < 1, x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t))
T ∈ R3, u(t) ∈ R, và

A =

−3 0 1

0 2 0

−1 2 −1

 , B =

1

2

3

 , Ga =

 0

0.5

1

 ,
Ha =

[
0.1 0 0.4

]
, Fa(t) = sin t,

Gb =

 1

0

−0.1

 , Hb =
[
1
]
, Fb(t) = sin t,

f(x(t)) =

0.5 sinx21(t)

0

0.5 sinx23(t)

 .
Chú ý rằng khi u(t) ≡ 0, hệ (4.21) không ổn định tiệm cận. Vì hệ (4.21) chứa

đại lượng không chắc chắn trong thành phần của véc tơ điều khiển u(t), nên

các phương pháp trong các bài báo trong [4, 75] không thể áp dụng cho ví dụ

này. Nhiễu phi tuyến f(x(t)) thỏa mãn điều kiện Lipschitz toàn cục với hằng số

Lipschitz κ = 0.5. Ta thấy các điều kiện trong Định lý 4.7 được thỏa mãn với

ε1 = 4.4269, ε2 = 7.4768, ε3 = 1.1320 và

P =

 2.6717 −0.4321 0.2327

−0.4321 0.6110 1.3071

0.2327 1.3071 5.2815

 ,
Y =

[
0.3345 −1.8427 −2.4411

]
.

Vậy hệ (4.21) ổn định hóa được bởi điều khiển ngược u(t) xác định bởi

u(t) =
[
−0.9123 −5.8611 1.0285

]
x(t).
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Hình 4.1: Quỹ đạo của x1(t) với các giá trị khác nhau của α
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x2(t),α = 0.45
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Hình 4.2: Quỹ đạo của x2(t) với các giá trị khác nhau của α

Hình 4.1-4.3 cho ta quỹ đạo của véc tơ trạng thái của hệ đóng tương ứng của

hệ (4.21) ứng với một số giá trị khác nhau của α. Rõ ràng, từ hình vẽ ta thấy

các trạng thái của hệ đóng tương ứng ổn định tiệm cận.

Ví dụ 4.4. Xét hệ phân thứ không ô tô nôm{
C
0D

α
t x(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ R2,
(4.22)

ở đó 0 < α < 1, x(t) = (x1(t), x2(t))
T ∈ R2, u(t) ∈ R, và

A(t) =

[
1 0

4 + 2.5 sin t −3

]
, B(t) =

[
1 + sin t

2

]
.

Hệ (4.22) có thể viết lại như sau:{
C
t0D

α
t x(t) = [A+GaFa(t)Ha]x(t) + [B +GbFb(t)Hb]u(t), t ≥ 0,

x(0) = x0 ∈ R2,
(4.23)
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Hình 4.3: Quỹ đạo của x3(t) với các giá trị khác nhau của α

ở đó

A =

[
1 0

4 −3

]
, Ga =

[
0

2.5

]
,

Ha =
[
1 0

]
, Fa(t) = sin t,

B =

[
1

2

]
, Gb =

[
1

0

]
, Hb =

[
1
]
, Fb(t) = sin t.

Chú ý rằng khi u(t) ≡ 0, hệ (4.23) không ổn định tiệm cận. Ta thấy các điều

kiện trong Hệ quả 4.3 được thỏa mãn với ε1 = 172.6404, ε2 = 374.5774, và

P =

[
105.4454 −79.6329

−79.6329 394.0063

]
,

Y =
[
−412.1293 287.9873

]
.

Vậy hệ (4.22) ổn định hóa được bởi điều khiển ngược u(t) xác định bởi

u(t) =
[
−3.9611 −0.0697

]
x(t), ∀t ≥ 0.

Hình 4.4 và 4.5 cho ta quỹ đạo của véc tơ trạng thái của hệ đóng tương ứng của

hệ (4.22) ứng với một số giá trị khác nhau của α. Rõ ràng, từ hình vẽ ta thấy

các trạng thái của hệ đóng tương ứng ổn định tiệm cận.



100

Time(sec)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-5

-4

-3

-2

-1

0

1

x1(t),α = 0.5

x1(t),α = 0.7

x1(t),α = 0.9

Hình 4.4: Quỹ đạo của x1(t) với các giá trị khác nhau của α
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Hình 4.5: Quỹ đạo của x2(t) với các giá trị khác nhau của α
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Kết luận

Trong đề tài, chúng tôi đã đạt được một số kết quả cơ bản sau:

• Trình bày bài toán nghiên cứu bao của tập đạt được cho một số lớp hệ

phương trình vi phân có trễ như lớp hệ tuyến tính chuyển mạch có trễ

biến thiên, mạng nơ ron tổng quát có trễ biến thiên, mạng nơ ron chuyển

mạch có trễ hỗn hợp biến thiên. Chương này được viết dựa trên ba bài báo

[64, 65, 66];

• Trình bày bài toán đảm bảo chi phí điều khiển trong thời gian hữu hạn

cho lớp hệ phương trình vi phân tuyến tính dương đa trễ;

• Trình bày tính ổn định mũ và tính thụ động cho lớp hệ phương trình vi

phân phi tuyến chuyển mạch có trễ biến thiên;

• Giới thiệu về giải tích phân thứ và đưa ra một số tiêu chuẩn cho bài toán

ổn định hóa lớp hệ phương trình vi phân phân thứ Caputo.
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