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Mở đầu

Một trong những kết quả cơ bản của Đại số giao hoán là Định
lý phân tích nguyên sơ và Định lý phân tích bất khả quy. Định lý
phân tích nguyên sơ còn gọi là Định lý Lasker-Noether phát biểu
rằng mọi iđêan trong vành Noether phân tích được thành giao hữu
hạn các iđêan nguyên sơ. Định lý này lần đầu tiên được chứng minh
bởi Emanuel Lasker năm 1905 cho vành đa thức và vành các chuỗi
lũy thừa hình thức. Năm 1921 Emmy Noether đã chứng minh cho
trường hợp tổng quát. Bà còn chứng minh rằng mọi iđêan trong vành
Noether có thể biểu diễn thành giao của hữu hạn iđêan bất khả quy
và số các iđean bất khả quy trong phân tích bất khả quy thu gọn là
một hằng số. Phân tích nguyên sơ và phân tích bất khả quy có nhiều
ứng dụng trong Đại số giao hoàn và Hình học Đại số, thể hiện qua
hàng loạt công trình của: E. Noether, E. Lasker, W. Groebner, D.G.
Northcott, W. Heinzer, L.J. Ratliff, K. Shah, S. Goto, N. Suzuki, I.
Swanson, ...

Mục đích chính của đề tài là tìm hiểu phân tích nguyên sơ và phân
tích bất khả quy của iđêan trong vành iđêan hóa.

Phân tích nguyên sơ và phân tích bất khả quy cũng có mối liên
hệ mật thiết với cấu trúc của vành giao hoán như tính Gorenstein,
Cohen-Macaulay, Cohen-Macaulay suy rộng, Cohen-Macaulay chính
tắc.... Phân tích nguyên sơ giúp ta mô tả lọc chiều của vành và môđun
từ đó nghiên cứu tính Cohen-Macaulay dãy của vành và môđun. Mục
đích tiếp theo của đề tài nghiên cứu tính Cohen-Macaulay dãy của
vành iđêan hóa của môđun liên hệ với tính Cohen-Macaulay dãy của
vành cơ sở và của môđun ban đầu. Cũng cần nói thêm rằng, iđêan
hóa là trường hợp đặc biệt của mở rộng môđun hữu hạn, trong trường
hợp môđun là hữu hạn sinh. Từ đó một cách tự nhiên chúng tôi tìm
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hiểu tính Cohen-Macaulay dãy của biến đổi qua mở rộng môđun hữu
hạn.

Đề tài được bố cục thành ba chương. Chương 1 trình bày kiến thức
chuẩn bị. Để dễ theo dõi kết quả trong chương này chúng tôi trình
bày một số kết quả về phân tích nguyên sơ, phân tích bất khả quy,
lọc chiều và môđun Cohen-Macaulay dãy. Chương 2, trình bày về
vành iđêan hóa và một số ứng dụng. Để tiện theo dõi một số kết quả
đã biết về iđêan hóa cũng được chúng tôi trình bày chứng minh chi
tiết. Kết quả chính trong mục này là Định lý 2.2.3 và Định lý 2.2.5.
Chương 3 là chương chính của đề tài trình bày phân tích nguyên
sơ, phân tích bất khả quy của iđêan trong vành iđêan hóa. Những
nghiên cứu về lọc chiều, tính Cohen-Macaulay dãy của vành iđêan
hóa, tính Cohen-Macaulay dãy chuyển qua mở rộng môđun hữu hạn
cũng được trình bày trong chương này. Định lý 3.1.3 mô tả trọn vẹn
phân tích nguyên sơ của các iđêan thuần nhất trong vành iđêan hóa.
Cũng từ kết quả này cho ta thông tin về tập i đêan nguyên tố liên
kết (Hệ quả 3.1.4) và mô tả lọc chiều của vành iđêan hóa (Mệnh
đề 3.1.6 ). Một tính toán trực tiếp tập iđêan nguyên tố liên kết của
vành iđêan hóa cũng được trình bày trong đề tài Định lý 3.3.1. Từ
đó ta cũng thu lại được mô tả lọc chiều của vành iđêan hóa (Mệnh đề
3.3.3). Từ lọc chiều ta có liên hệ tính Cohen-Macaulay dãy của vành
iđêan hóa với vành cơ sở và môđun ban đầu (Định lý 3.3.4). Cho
R ⊆ S là các vành. Vành S được gọi là mở rộng môđun hữu hạn
(module finite extension) của R nếu S là R-môđun hữu hạn sinh.
Cho R là vành giao hoán, M là R-môđun hữu hạn sinh. Khi đó vành
iđêan hóa R n M là mở rộng môđun hữu hạn của R. Từ đây một
câu hỏi tự nhiên đặt ra là tìm hiểu tính Cohen-Macaulay dãy của
khi qua mở rộng môđun hữu hạn của các vành. Định lý 3.4.5 cho ta
nghiên cứu lọc chiều và tính Cohen-Macaulay dãy khi chuyển qua mở
rộng môđun hữu hạn. Cũng từ đây ta thấy lại được kết quả về tính
Cohen-Macaulay dãy của vành iđêan hóa (Hệ quả 3.4.11).
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CHƯƠNG 1

Kiến thức chuẩn bị

1.1 Phân tích nguyên sơ và phân tích bất khả quy

1.2 Lọc chiều và mô đun Cohen-Macaulay dãy
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CHƯƠNG 2

Iđêan hóa và ứng dụng

2.1 Iđêan hóa và một số tính chất

Trong toàn bộ chương này ta xét R là vành giao hoán và M là
R-môđun. Khái niệm iđêan hóa được giới thiệu bởi M. Nagata như
sau:

Định nghĩa 2.1.1. Với r1, r2 ∈ R và m1,m2 ∈ M ta định nghĩa
phép cộng và phép nhân

(r1,m1) + (r2,m2) = (r1 + r2,m1 + m2)

(r1,m1)(r2,m2) = (r1r2, r1m2 + r2m1).

Khi đó, R ×M với hai phép toán cộng và nhân ở trên là một vành
được gọi là iđêan hóa của M trên R (hay còn gọi là mở rộng tầm
thường của R bởi M) và được kí hiệu là RnM.

Trong chương này ta sẽ trình bày một số tính chất cơ bản của
iđêan hóa

2.2 Ứng dụng của iđêan hóa

Iđêan hóa là công cụ hữu hiệu mở rộng một số kết quả từ vành
lên môđun. Ta trình bày hai ví dụ về việc mở rộng Bổ đề Artin-Rees
và định lý giao Krull từ vành lên môđun trong mục này.

Chú ý kết quả sau cho ta thông tin về tính Noether của vành iđêan
hóa.
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Định lý 2.2.1. Ta có R n M là Noether (tương ứng là Artin)
nếu và chỉ nếu R là Noether (tương ứng là Artin) và M là hữu
hạn sinh.

Bổ đề 2.2.2. Cho R là vành Noether, I, J, J ′ là các iđêan của R.
Khi đó tồn tại một số tự nhiên r thỏa mãn:

InJ ∩ J ′ = In−r(IrJ ∩ J ′)

và mọi số tự nhiên n > r.

Định lý 2.2.3 (Bổ đề Artin-Rees). Cho M là môđun hữu hạn trên
vành Noether R và cho N,N ′ là các R-môđun con của M . Giả
sử I là iđêan của R. Khi đó tồn tại một số tự nhiên r thỏa mãn:

InN ∩N ′ = In−r(IrN ∩N ′)

với mọi số tự nhiên n > r.

Nhận xét 2.2.4. Từ bổ đề Artin-Rees ta có thể chứng minh được
định lý Krull tuy nhiên ở đây đề tài đưa ra chứng minh định lý
giao Krull cho môđun bằng cách trực tiếp và ứng dụng công cụ
iđêan hóa

Định lý 2.2.5. Cho I là iđêan trong vành Noether R. Khi đó tồn
tại a thuộc I sao cho (1 + a)(

⋂
In) = 0.

Định lý 2.2.6 (Định lý giao Krull). Cho I là iđêan trong vành
Noether R và M là R- môđun hữu hạn sinh. Khi đó tồn tại a ∈ I
sao cho

(1 + a)
⋂
n≥0

InM = 0.

Hệ quả 2.2.7. Cho I là iđêan trong vành Noether R, I nằm
trong căn Jacobson của R. Cho M là R- môđun hữu hạn sinh.
Khi đó ⋂

n≥0

IM = 0.
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CHƯƠNG 3

Phân tích nguyên sơ, phân tích bất khả quy và môđun

Cohen-Macaulay dãy

3.1 Phân tích nguyên sơ và lọc chiều

Nagata đã chỉ ra rằng nếu N môđun con p-nguyên sơ của M thì
AnnR(M/N)×M là p×M -nguyên sơ. Ta đã tổng quát kết quả này
và đưa ra phân loại iđêan nguyên sơ thuần nhất của vành R n M
như sau

Định lý 3.1.1. Cho I là iđêan của R và N là môđun con của M.
Khi đó I × N là iđêan nguyên sơ nếu và chỉ nếu thỏa mãn một
trong hai điều kiện sau

(i) N = M và I là iđêan nguyên sơ của R.

(ii) N ( M, IM ⊆ N và I, N là các p-nguyên sơ với p =
√
I.

Trong cả hai trường hợp, I ×N là
√
I ×M-nguyên sơ.

Mục này trình bày kết quả mới. Trong suốt mục này ta giả sử R
là một vành Noether và M là R-môđun hữu hạn sinh. Giả sử I là
iđêan của R và N là môđun con M . Nhắc lại một phân tích nguyên
sơ N = N1 ∩ · · · ∩Nt của N là thu gọn nếu

(i) các iđêan nguyên tố
√

AnnR(M/N1), ...,
√

AnnR(M/Nt) phân

biệt và
(ii) với mọi j = 1, ..., t, N 6=

⋂
i 6=j Ni.

Trong trường hợp iđêan, phân tích nguyên sơ I = Q1 ∩ · · · ∩ Qs

của I là thu gọn nếu
√
Q1, ...,

√
Qs phân biệt và I 6=

⋂
i 6=j Qi với

mọi j ∈ {1, ..., n}.
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Ta có phân tích nguyên sơ thu gọn nếu tồn tại phân tích nguyên
sơ. Hơn nưa, nếu R là Noether và M là R-môđun hữu hạn sinh thì
tồn tại phân tích nguyên sơ thu gọn của I và của N .

Cho I là iđêan của R và N là môđun con của M thỏa mãn IM ⊆
N . Bổ đề sau là kết quả mới cho ta phân tích nguyên sơ thu gọn của
I và N . Đây là công cụ hữu hiệu để mô tả phân tích nguyên sơ của
I ×N.

Bổ đề 3.1.2. Cho I là iđêan của R và N là môđun con của M
thỏa mãn IM ⊆ N . Giả sử Ass(R/I) = {p1, ..., ps}, Ass(M/N) =
{q1, ..., qt}, Ass(R/I) ∩ Ass(M/N) 6= ∅, và pi = qi, i = 1, ..., r,
1 ≤ r ≤ min{s, t}. Khi đó tồn tại phân tích nguyên sơ thu gọn
của I và N

I =
s⋂

i=1

Qi;N =
t⋂

i=1

Ni

thỏa mãn QiM ⊆ Ni, với mọi i = 1, ..., r.

Định lý 3.1.3. Cho I là một iđêan của R và N là môđun con của
M thỏa mãn IM ⊆ N . Đặt Λ1 = {i| pi ∈ Ass(R/I) ∩ Ass(M/N)},
Λ2 = {i| pi ∈ Ass(R/I) \ Ass(M/N)}, và

Λ3 = {i| qi ∈ Ass(M/N) \ Ass(R/I)} .

Giả sử

I =
s⋂

i=1

Qi, N =
t⋂

i=1

Ni

là phân tích nguyên sơ của I và N thỏa mãn QiM ⊆ Ni với mọi
i ∈ Λ1. Khi đó

I ×N =
⋂
i∈Λ1

(Qi ×Ni)
⋂
i∈Λ2

(Qi ×M)
⋂
i∈Λ3

(Ann(M/Ni)×Ni)

là phân tích nguyên sơ của I ×N.

Kết quả sau mô tả các iđêan nguyên tố liên kết của R n M. Ta
ký hiệu Assh(L) = {p ∈ Ass(L) | dimR/ p = dimL} với mọi R-
môđun L.
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Hệ quả 3.1.4. Cho I là iđêan của R và N là môđun con của M
thỏa mãn IM ⊆ N . Khi đó Ass(RnM) = {p×M | p ∈ Ass(R) ∪ Ass(M)} ,
và Assh(RnM) = {p×M | p ∈ Assh(R)} .

Giả sử L là R-môđun. Ta ký hiệu U0(L) là môđun con lớn nhất
của L có chiều nhỏ hơn dimL. Ta có

U0(L) = ∩pi∈Assh(L)I(pi),

trong đó 0 = ∩I(pi) là phân tích nguyên sơ tối tiểu của môđun con
0 trong L. Ta có thể tính U0(RnM) theo U0(R) và U0(M) như sau.

Hệ quả 3.1.5. Nếu dimM = dimR thì U0(R nM) = U0(R) ×
U0(M). Nếu dimM < dimR thì U0(RnM) = U0(R)×M.

Kết quả trên là cơ sở để nghiên cứu lọc chiều của môđun. Lọc
chiều là công cụ hữu hiệu trong việc nghiên cứu một số lớp môđun là
mở rộng của môđun Cohen-Macaulay: môđun Cohen-Macaulay dãy,
môđun Cohen-Macaulay suy rộng dãy. Kết quả sau đưa ra mô tả lọc
chiều của iđêan hóa của M.

Mệnh đề 3.1.6. Giả sử {Ri}i=0,...,d và {Mi}i=0,...,s là lọc chiều

của R và M tương ứng. Đặt S = R n M,Si = Ri × Mi với
i = 0, ..., s và Si = Ri ×M với i = s + 1, ..., d. Khi đó {Si}i=0,...,d

là lọc chiều của RnM.

3.2 Phân tích bất khả quy

Định lý trong mục này cho ta phân tích bất khả quy của iđêan
thuần nhất trong vành iđêan hóa.

Bổ đề 3.2.1. Cho R là vành giao hoán, M là R-môđun. Cho I là
một iđêan của R và N là môđun con của M thỏa mãn IM ⊆ N .
Khi đó I ×N bất khả quy nếu và chỉ nếu

(i) N = M và I là iđêan bất khả quy của R hoặc
(ii) N ( M, I = AnnR(M/N), và N là bất khả quy.
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Định lý 3.2.2. Cho I là iđêan của R và N là môđun con của M
thỏa mãn IM ( N . Giả sử

I =
s⋂

i=1

Qi;N =
t⋂

i=1

Ni

là phân tích bất khả quy của I và N. Khi đó

I ×N =

[
s⋂

i=1

(Qi ×M)

]
t⋂

i=1

(Ann(M/Ni)×Ni)

là phân tích bất khả quy của I ×N.

Cho L là môđun con của M . Ta đã biết rằng L có phân tích bất
khả quy và số các thành phần xuất hiện trong phân tích bất khả quy
thu gọn của L không phụ thuộc vào phân tích bất khả quy. Số này
được gọi là chỉ số bất khả quy của L và được ký hiệun(L). Từ Định
lý 3.2.2 ta có.

Hệ quả 3.2.3. n(0RnM) = n(0R) + n(0M).

3.3 Tập iđêan nguyên tố liên kết và lọc chiều

Tập iđêan nguyên tố liên kết của vành iđêan hóa được mô tả như
sau. Lưu ý kết quả này đã được tiếp cận cách khác thông qua phân
tích nguyên sơ và được trình bày trong mục 3.2.

Định lý 3.3.1. Cho I là iđêan của R và N là môđun con của M
thỏa mãn IM ⊆ N. Khi đó

AssRnM(I nN) = {p×M | p ∈ AssR I ∪ AssRN} .

Đặc biệt,

AssRnM(RnM) = {p×M | p ∈ AssRR ∪ AssRM} .

Tập iđêan nguyên tố liên kết cho ta nhiều thông tin của môđun.
Theo Herzog and Popescu ta có thể mô tả lọc chiều của môđun. Với
mỗi 0 ≤ i ≤ s, đặt AssiR(M) = {p ∈ AssR(M)| dimR/ p = i} .
Herzog and Popescu đã đưa ra đặc trưng sau của lọc chiều.
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Bổ đề 3.3.2. Cho F : 0 ⊆ M0 ⊆ M1 ⊆ · · · ⊆ Ms−1 ⊆ Ms = M
là một lọc các môđun con của M . Khi đó các điều kiện sau tương
đương:

(i) F là lọc chiều của M ;
(ii) AssR(Mi/Mi−1) = AssiR(M) với mọi i.

Từ đó ta có mô tả lọc chiều của vành iđêan hóa RnM .

Mệnh đề 3.3.3. Giả sử FR : 0 ⊆ R0 ⊆ R1 ⊆ · · · ⊆ Rd−1 ⊆ Rd =
R và FM : 0 ⊆ M0 ⊆ M1 ⊆ · · · ⊆ Ms−1 ⊆ Ms = M là các lọc
chiều của R và M tương ứng. Đặt S = R n M,Si = Ri ×Mi

với i = 0, ..., s và Si = Ri × M với i = s + 1, ..., d. Khi đó
FS : 0 ⊆ S0 ⊆ S1 ⊆ · · · ⊆ Sd−1 ⊆ Sd = S là lọc chiều của RnM.
Hơn nữa, Si là iđêan thuần nhất của RnM với mọi i.

Từ kết quả mô tả lọc chiều trên ta dễ dàng chứng minh kết quả
sau, cho ta nghiên cứu về tính Cohen-Macaulay dãy của vành iđêan
hóa.

Định lý 3.3.4. Cho R là vành địa phương Noether, M 6= (0) là
R-môđun hữu hạn sinh. Đặt S = RnM là iđêan hóa của M trên
R. Khi đó các điều kiện sau là tương đương.

(1) S = RnM là vành địa phương Cohen-Macaulay dãy.

(2) S = RnM là R-môđun Cohen-Macaulay dãy.

(3) R vành địa phương Cohen-Macaulay dãy và M là R-môđun
Cohen-Macaulay dãy.

3.4 Mở rộng môđun hữu hạn và tính Cohen-Macaulay

dãy

Định nghĩa 3.4.1. Cho R ⊆ S là các vành. Vành S được gọi là
mở rộng môđun hữu hạn (module finite extension) của R nếu S
là R-môđun hữu hạn sinh.

Ví dụ 3.4.2. (i) Z[
√

2] là mở rộng môđun hữu hạn của Z.
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(ii) Cho R là vành giao hoán, M là R-môđun hữu hạn sinh.
Khi đó vành iđêan hóa RnM là mở rộng môđun hữu hạn của R.

(iii) Let A be a Noetherian local ring, G a finite subgroup of
AutA. Suppose that the order of G is invertible in A. Then A is
a module-finite extension of R = AG.

Từ đây một câu hỏi tự nhiên đặt ra là tìm hiểu tính Cohen-
Macaulay dãy của khi qua mở rộng môđun hữu hạn của các vành.
Lưu ý mục trước ta đã nghiên cứu trong trường hợp đặc biệt mở rộng
vành bởi iđêan hóa.

Trong mục này ta luôn giả sử R là một vành địa phương với iđêan
tối đại m, M 6= (0) là R-môđun hữu hạn sinh chiều d. Khi đó tồn
tại R-môđun con lớp nhất Mn của M thỏa mãn dimRMn ≤ n, với
mọi n ∈ Z (chú ý ta quy ước dimR(0) = −∞).

Bổ đề 3.4.3. Giả sử (R,m) là vành địa phương Noether, M và N
là các R-môđun hữu hạn sinh. Khi đó [M ⊕N ]n = Mn⊕Nn với mỗi
n ∈ Z.
Mệnh đề 3.4.4. Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương, M và
N (M,N 6= (0)) là R-môđun hữu hạn sinh. Khi đó M ⊕ N là R-
môđun Cohen-Macaulay dãy khi và chỉ khi M và N là các R-môđun
Cohen-Macaulay dãy.

Từ đây ta giả sử S là vành địa phương và S là mở rộng môđun
hữu hạn của R. Ta có kết quả chính của mục này như sau.

Định lý 3.4.5. Cho M 6= (0) là R-môđun hữu hạn sinh. Khi đó
các phát biểu sau là đúng.

(1) Mn là S-môđun con lớn nhất của M thỏa mãn dimAMn ≤ n
với mọi n ∈ Z.

(2) Lọc chiều của M như S-môđun trùng với lọc chiều của M
như R-môđun.

(3) M là S-môđun Cohen-Macaulay dãy nếu và chỉ nếu M là R-
môđun Cohen-Macaulay dãy.

Từ đó ta có một số hệ quả.
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Hệ quả 3.4.6. S là vành địa phương Cohen-Macaulay dãy nếu
và chỉ nếu S là R-môđun Cohen-Macaulay dãy.

Hệ quả 3.4.7. Cho M là S-môđun hữu hạn sinh. Giả sử R là
một hạng tử trực tiếp của M như R-môđun. Nếu M là S-môđun
Cohen-Macaulay dãy thì R là vành địa phương Cohen-Macaulay
dãy.

Hệ quả 3.4.8. Giả sử R là hạng tử trực tiếp của S như R-
môđun. Nếu S là vành địa phương Cohen-Macaulay dãy thì R
cũng là vành địa phương Cohen-Macaulay dãy.

Ta xét vành bất biến R = AG.

Hệ quả 3.4.9. Giả sử S là vành địa phương Noether, G là nhóm
con của AutA. Giả sử cấp của G khả nghịch trong S. Nếu S là
vành địa phương Cohen-Macaulay dãy, thì vành bất biến R = SG

của S là vành địa phương Cohen-Macaulay dãy.

Chú ý 3.4.10. Với các giả thiết như trong Hệ quả 3.4.9, gọi
{Di}0≤i≤` là lọc chiều của S. Khi đó mọi Di là iđêan G-ổn định
của S (xem Định lý 3.4.5 (1)) và lọc chiều của R cho bởi {DG

i }0≤i≤`
khi bỏ các môđun trùng nhau.

Từ trên ta có kết quả sau.

Hệ quả 3.4.11. Cho R là vành địa phương Noether, M 6= (0) là
R-môđun hữu hạn sinh. Đặt S = RnM là iđêan hóa của M trên
R. Khi đó các điều kiện sau là tương đương.

(1) S = RnM là vành địa phương Cohen-Macaulay dãy.

(2) S = RnM là R-môđun Cohen-Macaulay dãy.

(3) R vành địa phương Cohen-Macaulay dãy và M là R-môđun
Cohen-Macaulay dãy.



13

Kết luận

Trong đề tài, chúng tôi đã đạt được một số kết quả cơ
bản sau:

- Hệ thống một số kiến thức cơ bản về phân tích nguyên sơ, phân
tích bất khả quy, lọc chiều của môđun, mô tả lọc chiều của môđun,
môđun Cohen-Macaulay dãy.

- Tìm hiểu về iđêan hóa và một số tính chất cơ bản: mô tả các
lớp iđêan đặc biệt, một số đẳng cấu thông dụng, một số phần tử đặc
biệt; tìm hiểu về địa phương hóa của vành iđêan hóa.

- Đưa ra một ứng dụng của iđêan hóa trong việc mở rộng kết quả
từ vành sang môđun.

- Nghiên cứu để đưa ra mô tả phân tích nguyên sơ, phân tích bất
khả quy của iđêan thuần nhất trong vành iđêan hóa.

- Mô tả lọc chiều của vành iđêan hóa bằng cách sử dụng phân tích
nguyên sơ và bằng tính tập iđêan nguyên tố liên kết.

- Nghiên cứu tính Cohen-Macaulay dãy của vành iđêan hóa, biến
đổi tính Cohen-Macaulay dãy của vành qua mở rộng hữu hạn đặc
biệt.


