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Danh sach cac thanh vién tham gia nghién citu dé tai
va don vi phéi hogp chinh

1. Danh sach cac thanh vién tham gia nghién citu dé tai

TT | Ho va tén Don vi cong tac | Noi dung nghién ctu cu
va linh vuc thé dugc giao
chuyén mon

1 TS. Tran | Khoa Toan, truong | Chii nhiem dé tai, dinh huéng
Nguyén An | DHSP, DHTN; Dai | nghien ctu, xay dung cac

50 & Ly thuyét s6 chuyen deé, tong hgp, bao céo.

2 NCS. Luu | Khoa Toan, truong | Xay dung chuyén dé, tu van
PhlI'OIlg DHSP, DHTN, Dai cong tac.

Thao so & Ly thuyét s

3 TS. Tran D6 | Khoa Toan, truong | Xay dung chuyén dé, tu van
Minh Chan | DHSP, DHTN; Dai | cong tac.

s6 & Ly thuyét s6

4 ThS. Khoa Toan, truong | Xay dung chuyén dé, tu van
Nguyén DHSP, DHTN; Dai cong tac.

Thi Anh | $6 & Ly thuyét s6
Hing

5 TS. Nguyén | Khoa co ban, truong | Xay dung chuyén dé, bo sung
Thi Dung DHNL, DHTN; Dai | tai lieu, chinh sita ban théo va

sO & L}/f thll}/'ét sO bao cdo.

6 ThS. Tran | Khoa Toan, truong | Xay dung chuyén dé, bo sung
Thi  Hong | DHSP, DHTN; Dai | tai lieu, chinh stta ban thao va
Minh sO & L}/f thll}/'ét sO bao cdo.

7 TS. Nguyén | Phong Thu ky dé tai.

Huu Quan KHCN&HTQT,
truong DHSP,
DHTN; Sinh hoc
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2. Don vi phéi hop chinh

Tén don vi trong va
ngoai nuéc

No6i dung phéi hgp
nghién ctiu

Ho va tén nguoi
dai dién don vi

Truong DPHKH, DHTN Tu van, dinh huéng | GS.TS. Lé Thi
nghién citu Thanh Nhan
Vién Toan hoc Viet Nam | Tu  van, dinh huéng | GS. TSKH.

nghién cttu

Nguyén Ty Cudng
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Mot trong nhitng két qua co ban ciia Dai s6 giao hoan la Dinh
Iy phan tich nguyén so va Dinh 1y phan tich bat kha quy. Dinh 1y
phan tich nguyén so con goi la Dinh 1y Lasker-Noether phét bicu
rang moi idéan trong vanh Noether phan tich duge thanh giao hitu
han céac idéan nguyén so. Dinh 1y nay lan dau tién dude chiing minh
bdéi Emanuel Lasker ndm 1905 cho vanh da thiic va vanh cac chuoi
lay thua hinh thic. Nam 1921 Emmy Noether da ching minh cho
truong hop tong quat. Ba con chiing minh rang moi idéan trong vanh
Noether c6 thé biéu dién thanh giao ctia hitu han idéan bat kha quy
va s0 cac idean bat kha quy trong phan tich bat kha quy thu gon la
mot hang s6. Phan tich nguyén so va phan tich bat kha quy c¢6 nhieu
tng dung trong Dai s6 giao hoan va Hinh hoc Dai s6, thé hién qua
hang loat cong trinh cua: E. Noether, E. Lasker, W. Groebner, D.G.
Northcott, W. Heinzer, L.J. Ratliff, K. Shah, S. Goto, N. Suzuki, I.

Swanson, ...

Muc dich chinh ctia dé tai la tim hi¢u phan tich nguyén so va phan
tich bat kha quy cua idéan trong vanh idéan hoa.

Phan tich nguyén so va phan tich bat kha quy cting c6 mdi lién
hé mat thiét v6i cau tric ctia vanh giao hoan nhu tinh Gorenstein,
Cohen-Macaulay, Cohen-Macaulay suy rong, Cohen-Macaulay chinh
tac.... Phan tich nguyén so gitip ta mo ta loc chiéu ctia vanh va modun
tur d6 nghién cttu tinh Cohen-Macaulay day ctua vanh va modun. Muc
dich tiép theo clia dé tai nghién citu tinh Cohen-Macaulay day cla
vanh idéan hoa ciia modun lién hé véi tinh Cohen-Macaulay day cua
vanh co s6 va clla modun ban dau. Cing can néi thém rang, idéan
hoa la truong hop dic biét ciia md rong modun hitu han, trong truong
hgp modun la httu han sinh. Tt d6é mot cach ty nhién ching téi tim
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hic¢u tinh Cohen-Macaulay day ctia bién doi qua md rong modun hitu
han.

Deé tai duge bo cuc thanh ba chuong. Chuong 1 trinh bay kién thiic
chuan bi. Dé dé theo déi két qua trong chuong nay ching téi trinh
bay mot s6 két qua vé phan tich nguyén so, phan tich bat kha quy,
loc chieu va modun Cohen-Macaulay day. Chuong 2, trinh bay ve
vanh idéan héa va mot s6 tng dung. Dé tién theo déi mot s6 két qua
da biét ve idéan hoa ciing duge ching toi trinh bay ching minh chi
tiét. Két qua chinh trong muc nay la Dinh 1y 2.2.3 va Dinh 1y 2.2.5.
Chuong 3 1a chuong chinh ctia dé tai trinh bay phan tich nguyéen
so, phan tich bat kha quy clia idéan trong vanh idéan héa. Nhiing
nghién ctiu ve loc chiéu, tinh Cohen-Macaulay day ctia vanh idéan
hoa, tinh Cohen-Macaulay day chuyén qua mé rong modun hitu han
cling duge trinh bay trong chuong nay. Dinh 1y 3.1.3 mo ta tron ven
phan tich nguyén so clia cac idéan thuan nhat trong vanh idéan hoa.
Ciing tit két qua nay cho ta thong tin vé tap i déan nguyén to lien
két (He qua 3.1.4) va mo ta loc chieu cua vanh idéan hoa (Ménh
de 3.1.6 ). Mot tinh toan tryc tiép tap idéan nguyén to lien két cta
vanh idéan hoa cing duge trinh bay trong dé tai Dinh 1y 3.3.1. Tu
d6 ta cting thu lai duge mo ta loc chiéu cia vanh idéan hoa (Menh dé
3.3.3). Tt loc chieu ta co lien hé tinh Cohen-Macaulay day ctia vanh
idean hoa véi vanh co s¢ va modun ban dau (Dinh 1y 3.3.4). Cho
R C S la cac vanh. Vanh S ducgce goi la md rong modun hiu han
(module finite extension) ctia R néu S la R-modun hitu han sinh.
Cho R la vanh giao hoan, M la R-modun httu han sinh. Khi d6 vanh
idéan hoa R x M la mé6 rong modun hitu han ciua R. Tu day mot
cau héi tu nhién dat ra la tim hiéu tinh Cohen-Macaulay day cta
khi qua mé6 rong modun hitu han cia cac vanh. Dinh 1y 3.4.5 cho ta
nghién citu loc chieu va tinh Cohen-Macaulay day khi chuyén qua mé
rong modun httu han. Cling tiu day ta thay lai dude két qua vé tinh
Cohen-Macaulay day ctia vanh idéan hoa (Hé qua 3.4.11).



CHUONG 1

Kién thidc chuan bi

1.1 Phan tich nguyén so va phan tich bat kha quy

1.2 Loc chiéu va mé dun Cohen-Macaulay day



CHUGONG 2

Idéan héa va ting dung

2.1 Idéan héa va mét s6 tinh chat

Trong toan bo chuong nay ta xét R la vanh giao hoan va M la
R-modun. Khai niém idéan hoa duge gidi thieu boi M. Nagata nhu
sau:

Dinh nghia 2.1.1. V6i r1,r2 € R va mqy,mo € M ta dinh nghia
phép cong va phép nhan

(r1,mq) + (r2,m2) = (r1 + 19, My + M)

(r1, my) (19, ma) = (rire, ryme + romy).

Khi do, R x M véi hai phép toan cong va nhan ¢ trén la mot vanh
duge goi 1a idéan héa cia M trén R (hay con goi la md rong tam
thuong cua R béi M) va duge ki hiéu la R x M.

Trong chuong nay ta sé trinh bay mot so tinh chat co ban cua
idéan hoa

2.2 Ung dung ciia idéan hoéa

Idéan hoa 1a cong cu hitu hieu mdé rong mot s6 két qua tur vanh
len modun. Ta trinh bay hai vi du vé viee mé rong Bo dé Artin-Rees
va dinh 1y giao Krull tit vanh lén modun trong muc nay:.

Cht ¥ két qua sau cho ta thong tin vé tinh Noether ctia vanh idéan
hoa.
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Dinh 1y 2.2.1. Ta ¢6 R x M la Noether (tuong wng la Artin)
néu va chi néu R la Noether (tuong tng la Artin) va M la hitu
han sinh.

B0 dé 2.2.2. Cho R la vanh Noether, I, J,J' i cic idéan cia R.
Khi dé ton tai mot so tu nhién r théa man:

minJ =mrm—rIJjnlJ)
va moi so tu nhién n > r.

Dinh 1y 2.2.3 (Bo dé Artin-Rees). Cho M la modun hiu han trén
vanh Noether R va cho N, N' la cic R-modun con cia M. Gid
s I la idéan cia R. Khi dé ton tai mot so tu nhién r théa man:

I"NOAN =I""(I"NNN')
vdi moi so tu nhién n > 1.
Nhan xét 2.2.4. T bo dé Artin-Rees ta cé thé ching minh dugc
dinh ly Krull tuy nhién ¢ day dé tai dua ra ching minh dinh ly
giao Krull cho moédun bang cdch truc tiép va ing dung cong cu
idéan hoa
Dinh 1y 2.2.5. Cho I la idéan trong vanh Noether R. Khi dé ton
tai a thuoc I sao cho (1+a)((I") =0.

Dinh 1y 2.2.6 (Dinh ly giao Krull). Cho I la idéan trong vanh

Noether R va M la R- modun hitu han sinh. Khi dé ton taia € I
sao cho

(1+a) [ I"M =0.

n>0

Hé qua 2.2.7. Cho I la idéan trong vanh Noether R, I nam
trong can Jacobson cua R. Cho M la R- modun hiu han sinh.

Khi dé
ﬂ IM = 0.

n>0



CHUGONG 3

Phan tich nguyén so, phan tich bat kha quy va médun
Cohen-Macaulay day

3.1 Phan tich nguyén so va loc chiéu

Nagata da chi ra rang néu N modun con p-nguyén so cua M thi
Anng(M/N) x M 1a p x M-nguyén so. Ta da tong quat két qua nay
va dua ra phan loai idéan nguyén so thuan nhat ctia vanh R x M
nhu sau
Dinh 1y 3.1.1. Cho I la idéan cia R va N la modun con cia M.
Khi dé I x N la idéan nguyén so néu va chi néu théa man mot
trong hai diéu kién sau
(i) N = M wva I la idéan nguyén so cia R.

(i) N C M, IM C N va I, N la cic p-nguyén so vdi p = /1.

Trong cd hai truong hop, I x N la /I x M-nguyén so.

Muc nay trinh bay két qua méi. Trong sudt muc nay ta gid st R
la mot vanh Noether va M 1a R-modun httu han sinh. Gia su [ 1a
idéan ctia R va N 13 modun con M. Nhac lai mot phan tich nguyéen
so N=N;N---NN; cia N la thu gon néu

(i) cdc idean nguyen t6 \/Anng(M/Ny), ..., / Anng(M/N;) phan
biét va

(ii) véi moi j = 1,...,t, N # (),; Ni.

Trong truong hop idéan, phan tich nguyén so I = Q1 N --- N Qs
cia I la thu gon néu /Q1, ..., v/Qs phan biet va I # (,,; Q; Vi
moi j € {1,...,n}.
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Ta c6 phan tich nguyén so thu gon néu ton tai phan tich nguyén
so. Hon nua, néu R 1a Noether va M 14 R-modun hitu han sinh thi
ton tai phan tich nguyén so thu gon ctia I va ctia N.

Cho I la idéan cua R va N la modun con cua M thoéa man IM C
N. Bo dé sau la két qua méi cho ta phan tich nguyén so thu gon clia
I va N. Day la cong cu hitu hicu dé mo ta phan tich nguyén so cta
I x N.

Bo6 dé 3.1.2. Cho I la idéan ctia R va N la modun con clia M
thoa man IM C N. Gid sit Ass(R/I) = {py,....p,}, Ass(M/N) =
{91, -, 9:}, Ass(R/T) N Ass(M/N) # 0, va p; = q;,0 = 1,...,7,
1 < r < min{s,t}. Khi dé ton tai phan tich nguyén so thu gon

cua I va N . t
I=(1QsN =[N
i=1 i=1

thoa man Q;M C N;, voi moi 1 =1,...,7.

Dinh ly 3.1.3. Cho I la mot idéan cua R va N la modun con cua
M théa man IM C N. Dat Ay = {i|p; € Ass(R/I) N Ass(M/N)},
Ao = {i|p, € Ass(R/I) \ Ass(M/N)}, va

As = {i|q; € Ass(M/N) \ Ass(R/I)}.
Gia si

s 4
[=(QuN =N
1=1 1=1

la phan tich nguyén so cua I va N thoa man QQ;M C N; vdi moi

IxN=()(QixN)()(QixM)[)(Ann(M/N;) x N;)
i€ €A i€A3
la phan tich nguyén so cua I X N.

Két qua sau mo ta cac idéan nguyen to lien két ciia R x M. Ta
ky hieu Assh(L) = {p € Ass(L)|dim R/p = dim L} véi moi R-

modun L.
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Hé qua 3.1.4. Cho I la idéan cua R va N la modun con cua M
théa man IM C N. Khi do Ass(Rx M) = {p xM|p € Ass(R) U Ass(M)},
va Assh(R x M) = {p xM|p € Assh(R)}.

Gia st L 1a R-modun. Ta ky hieu Uy(L) 1a modun con 16n nhat
cia L ¢6 chieu nhé hon dim L. Ta c6

U()(L) = mpiEAssh(L)I(pi)?

trong d6 0 = NI (p,) 1a phan tich nguyén so toi tieu cia modun con
0 trong L. Ta c6 the tinh Uy(R x M) theo Up(R) va Ug(M) nhu sau.

Hé qua 3.1.5. Néu dim M = dim R thi Uy(R x M) = Uy(R) %
Uo(M). Néu dim M < dim R thi Uy(R x M) = Uy(R) x M.

Két qua trén la co s6 dé nghién citu loc chieu ctia modun. Loc
chieu la cong cu hitu hiéu trong viéc nghién cttu mot s6 16p modun 1a
ma rong ciia modun Cohen-Macaulay: modun Cohen-Macaulay day;,
modun Cohen-Macaulay suy rong day. Két qua sau dua ra mo ta loc
chiéu ciia idéan hoa cia M.

Ménh dé 3.1.6. Gid si {Ri}io.. g va {Mi},—. , la loc chieu
cua R va M tuong ing. Dit S = R x M,S; = R; x M; von

.....

la loc chiéu cia R x M.

3.2 Phan tich bat kha quy

Dinh 1y trong muc nay cho ta phan tich bat kha quy ctia idéan
thuan nhat trong vanh idéan hoa.

Bo6 dé 3.2.1. Cho R la vanh giao hodn, M la R-modun. Cho I la
mot idéan cua R va N la modun con cua M thoa man IM C N.
Khi dé I x N bat khd quy néu va chi néu

(i) N =M wva I la idéan bat khd quy cia R hodc

(ii) N C M, I = Anng(M/N), va N la bat khd quy.
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Dinh ly 3.2.2. Cho I la idéan cua R va N la modun con cua M
thoa man IM C N. Gia su

s 4
[=(Q:N =N
1=1 =1

la phan tich bat khd quy cia I va N. Khi dé
/
((Ann(M/N;) x N;)

i=1

S

Ix N = [ﬂ(@ixM)

1=1

la phan tich bat khd quy ctua I x N.

Cho L 1a modun con ctia M. Ta da biét rang L c¢6 phan tich bat
kha quy va s6 cac thanh phan xuat hién trong phan tich bat kha quy
thu gon ctia L khong phu thuoc vao phan tich bat kha quy. S6 nay
duge goi 1a chi s6 bat khd quy ctia L va duge ky hieun(L). Tt Dinh
Iy 3.2.2 ta co.

Hé qua 3.2.3. n(Ogxar) = n(0r) +n(0n).

3.3 Tap idéan nguyén t6 lién két va loc chiéu

Tap idéan nguyén to6 lién két ctia vanh idéan hoa duge mo ta nhu
sau. Luu ¥ két qua nay da duge tiép can cach khac thong qua phan
tich nguyén so va dugc trinh bay trong muc 3.2.

Dinh ly 3.3.1. Cho I la idéan cua R va N la modun con cua M
thoa man IM C N. Khi do

Asspxmi(I X N)={p xXM|p € Assp [ UAssp N} .
Diaic biét,
Asspuri(RX M) ={p xM|p € Assp RU Assp M }.
Tap idéan nguyeén to lien két cho ta nhiéu thong tin ctia modun.
Theo Herzog and Popescu ta ¢6 the mo ta loc chieu ctia modun. Vo

moi 0 < i < s, dat Assxr(M) = {p € Assp(M)|dimR/p =1i}.

Herzog and Popescu da dua ra dac trung sau cua loc chieu.
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Bo dé 3.3.2. Cho F:0C My C M C---C M, CM,=M
la mot loc cac modun con cia M. Khi dé cdic dieu kién sau tuong
duong:

(i) F la loc chiéu cia M;

(i1) Assp(M;/M;_1) = Ass'z(M) vdi moi i.

Tt d6 ta c6 mo ta loc chieu ctia vanh idéan hoa R x M .

Ménh dé 3.3.3. Gia st Fp: 0C Ry C Ry C---CRy1 C Ry =
Rwva Fyy :0C My C M C---C My 1 C M,=M la cac loc
chieu cia R va M tuong ting. Dat S = Rx M,S; = R; x M;
vor v = 0,...,s va S; = Ry x M vdi i = s+ 1,...,d. Khw do
Fg:0CSyC S C---CS;1C8S;=3S8 laloc chieu cia Rx M.
Hon nta, S; la idéan thuan nhat cia R x M vdi moi 1.

Tu két qua mo ta loc chiéu trén ta dé dang ching minh két qua
sau, cho ta nghién cttu vé tinh Cohen-Macaulay day ctia vanh idéan
hoa.

Dinh ly 3.3.4. Cho R la vanh dia phuong Noether, M # (0) la
R-modun hiu han sinh. Dat S = Rx M la idéan hoa cua M trén
R. Khi dé cac diéu kién sau la tuong duong.

(1) S= R x M la vanh dia phuong Cohen-Macaulay day.
(2) S =R x M la R-modun Cohen-Macaulay day.
(3) R vanh dia phuong Cohen-Macaulay day va M la R-modun
Cohen-Macaulay day.
3.4 Md rong modun hitu han va tinh Cohen-Macaulay
day

Dinh nghia 3.4.1. Cho R C S la cac vanh. Vanh S duogc goi la
md rong modun hitu han (module finite extension) cia R néu S
la R-modun hau han sinh.

Vi du 3.4.2. (i) Z[\/ﬂ la md rong modun hidu han cia Z.
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(i) Cho R la vanh giao hodn, M la R-modun hdu han sinh.
Khi do vanh idéan hoa Rx M la mo rong modun hitu han ciua R.
(i1i) Let A be a Noetherian local Ting, G a finite subgroup of
Aut A. Suppose that the order of G 1is invertible in A. Then A is

a module-finite extension of R = AC.

T day mot cau hoi tu nhién dit ra la tim hiéu tinh Cohen-
Macaulay day cua khi qua md rong modun hitu han cua cac vanh.
Luu ¥ muc trude ta da nghién ciu trong truong hop dac biét mo rong
vanh bdi idéan hoa.

Trong muc nay ta luon gia st R la mot vanh dia phuong v6i idéan
toi dai m, M # (0) la R-modun httu han sinh chieu d. Khi dé ton
tai R-modun con 16p nhat M,, ctia M thoa man dimpg M,, < n, véi
moi n € Z (cha ¥ ta quy uéc dimp(0) = —o0).

Bo6 dé 3.4.3. Gia sit (R, m) la vanh dia phuong Noether, M va N

la cdc R-modun hitu han sinh. Khi d6 [M & N],, = M,, & N,, v6i mdi
n € 4.

Meénh dé 3.4.4. Gia sit (R, m) la vanh Noether dia phuong, M va
N (M, N # (0)) la R-modun httu han sinh. Khi d6 M & N la R-
modun Cohen-Macaulay day khi va chi khi M va N la cac R-moédun
Cohen-Macaulay day:.

Tu day ta gia su S la vanh dia phuong va S 1a md rong modun
hitu han ctia R. Ta c¢6 két qua chinh ciia muc nay nhu sau.

Dinh ly 3.4.5. Cho M # (0) la R-modun hiu han sinh. Khi doé

cdc phdt biéu sau la ding.

(1) M, la S-médun con lén nhat cia M théa man dimy M, < n
vdr mot n € 7.

(2) Loc chieu cia M nhu S-modun trung vdi loc chieu cia M
nhu R-modun.

(3) M la S-modun Cohen-Macaulay day néu va chi néu Mla R-
modun Cohen-Macaulay day.

Tu d6 ta c6 mot s6 hé qua.
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Hé qua 3.4.6. S la vanh dia phuong Cohen-Macaulay diy néu
va chi néu S la R-modun Cohen-Macaulay day.

Hé qua 3.4.7. Cho M la S-modun hiu han sinh. Gia su R la
mot hang ti truc tiép cia M nhu R-modun. Néu M la S-modun
Cohen-Macaulay day thi R la vanh dia phuong Cohen-Macaulay
day.

Hé qua 3.4.8. Gid st R la hang ti& truc tiép cia S nhu R-
modun. Néu S la vanh dia phuong Cohen-Macaulay day thy R
cung la vanh dia phuong Cohen-Macaulay day.

Ta x6t vanh bat bién R = AC.

Hé qua 3.4.9. Gia su S la vanh dia phuong Noether, G la nhom
con ctia Aut A. Gid st cap cia G khd nghich trong S. Néu S la
vanh dia phuong Cohen-Macaulay déy, thi vanh bat bién R = S¢
cua S la vanh dia phuong Cohen-Macaulay day.

Cha y 3.4.10. Vdi cdc gid thiét nhu trong Hé qud 3.4.9, goi
{D;Yo<i<s la loc chiéu ciia S. Khi dé moi D; la idéan G-on dinh
ctia S (zem Dinh lyj 8.4.5 (1)) va loc chiéu ciia R cho bdi { D% }o<icy
khi bo cac modun trung nhau.

T tréen ta c6 két qua sau.

Hé qua 3.4.11. Cho R la vanh dia phuong Noether, M # (0) la
R-maodun hiu han sinh. Dat S = R M la idéan hoa cua M trén
R. Khi dé cac diéu kién sau la tuong duong.

(1) S= R x M la vanh dia phuong Cohen-Macaulay day.
(2) S = R x M la R-modun Cohen-Macaulay day.
(

3) R vanh dia phuong Cohen-Macaulay day va M la R-modun
Cohen-Macaulay day.
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Két luan

Trong dé tai, ching t6i da dat dudc mot sé6 két qua co
ban sau:

- He thong mot so kién thic co ban vé phan tich nguyén so, phan
tich bat kha quy, loc chiéu ctia modun, mo ta loc chiéu ctia modun,
modun Cohen-Macaulay day.

- Tim hiéu ve idéan hoa va mot s6 tinh chat co ban: mo ta cac
16p idéan dac biet, mot s6 dang cau thong dung, mot sé phan ti dac
biét; tim hicu vé dia phuong héa ciia vanh idéan hoa.

- Dua ra mot ting dung ctia idéan hoa trong viéc mé rong két qua
tur vanh sang modun.

- Nghién citu dé dua ra mé ta phan tich nguyén so, phan tich bat
kha quy cua idéan thuan nhat trong vanh idéan hoa.

- Mo t4 loc chiéu ciia vanh idéan hoa bang cach stt dung phan tich
nguyén so va bang tinh tap idéan nguyén to lién két.

- Nghién citu tinh Cohen-Macaulay day ctia vanh idéan hoa, bién
doi tinh Cohen-Macaulay day ciia vanh qua md rong hitu han dac
bict.



