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Danh sach cac thanh vién tham gia nghién citu de
tai va don vi phdi hop chinh

1. Danh sach cac thanh vién tham gia nghién ciu dé tai

TT | Ho va tén | Don vi cong tac | Noi dung nghién cdu cu
va linh vuc thé dudc giao
chuyén mon

1 TS. Tran | Khoa Toan, truong | Chi nhiém dé tai, dinh huéng
Nguyén An I)/HSPa DHTN; pai nghién ctu, xay dung -cac

s0 & Ly thuyet so chuyen dé, tong hgp, bao céo.

2 NCS. Luu | Khoa Toan, truong | Xay dung chuyén dé, tu van
Phuong DHSP, DHTN; Dai | cong tac.

Thao s6 & Ly thuyét s6

3 TS. Tran D6 | Khoa Toan, truong | Xay dung chuyén dé, tu van

Minh Chau | DHSP, DHTN; Dai | cong tac.
s6 & Ly thuyét s

4 ThS. Khoa Toan, truong | Xay dung chuyén dé, tu van
Thi Anh | $6 & Ly thuyét s6
Hing

5 TS. Nguyén | Khoa co ban, truong | Xay dung chuyén dé, bo sung
Thi Dung DHNL, DHTN; Dai | taj lieu, chinh sita béan thao va

sO & Ly thllyét SO bao cdo.

6 ThS. Tran | Khoa Toan, truong | Xay dung chuyén dé, bo sung
Thi  Hong | DHSP, DHTN; Dai | tai licu, chinh stta ban thao va
Minh s6 & Ly thllyét sO bao cdo.

7 TS. Nguyén | Phong Thu ky dé tai.

Him Quan | KHCN&HTQT,
truong DHSP,
DHTN; Sinh hoc
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2. Don vi phéi hop chinh

Tén don vi trong va
ngoai nuéc

No6i dung phéi hgp
nghién ctiu

Ho va tén nguoi
dai dién don vi

Truong DPHKH, DHTN Tu van, dinh huéng | GS.TS. Lé Thi
nghién citu Thanh Nhan
Vién Toan hoc Viet Nam | Tu  van, dinh huéng | GS. TSKH.

nghién cttu

Nguyén Ty Cudng
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M3 dau

Dinh 1y Co ban ctia S6 hoc chi ra rang moi s6 nguyén n > 2 luon
phan tich dugc thanh tich cac sd nguyén t6 va sit phan tich do 1a duy
nhat néu khong ké dén thit tu cac nhan tit. Trong Dai s6 c6 rat nhicu
két qua tuong tu nay sinh, chang han: moi da thtc khac hang trén
mot truong phan tich duge thanh tich cac da thic bat kha quy va su
phan tich dé ciing 14 duy nhat néu khong ké dén thit tu cac nhan ti.
Cac vi du trén déu c6 mot doi tuong chung la phan tich thanh nhan
t1r "bat kha quy", tic 1a cdc phan tt khong phan tich duge thanh cac
nhan t "khong tam thuong". Mot cach tong quat, trong mot vanh
giao hoan ¢ don vi R liéu cac phan tit cia R ¢6 thé phan tich duoc
thanh tich cac phan tit bat kha quy. Mot vi du chi ra diéu nay khong
dang 1a vanh Z[v/—5] = {a + by/=5 | a,b € Z}. Trong vanh nay ta
c66=23=(1++/-5)(1—+-5).

Vao dau nhiing nam 1800 Ernst Kummer va Julius Wilhelm Richard
Dedekind da nhan ra rang bai toan c6 thé dude chinh sita. Thay cho
viéc phan tich mot phan tit 7 € R ta phan tich tap rR thanh tich
rR = 1.1,...1,, I; 1a cac tap tuong ti. Cac tap "tuong tu" duge goi
la cac idean. Khi do trong vanh Z[v/—5] ta c6

6R =11y = Ji1.Js

1a duy nhat sai khac thi ty cdc nhan tit. Trong nghién citu nguoi ta
da chi ra phan tich thanh tich cac idéan khong c6 ¥ nghia.

Vao nhiimg nam 1900 Emanuel Lasker va Emmy Noether da nhan
ra ring t6t hon 1a ta xét giao thay cho tich. Y tudng 1a tuong tu ngoai
trir mot idean I 1a bat kha quy néu n6 khong phan tich duge thanh
giao cua 2 idéan thuc su chita I. Ho cting chi ra sy phan tich nhu vay
ton tai trong mot 16p vanh di rong. Dieu nay dude thé hién trong hai
dinh 1y quan trong trong Dai s6 giao hoan Dinh 1y phan tich nguyén
so va Dinh 1y phan tich bat kha quy. Dinh 1y phan tich nguyén so
con goi 1a Dinh 1y Lasker-Noether phat bic¢u rang moi idéan trong
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vanh Noether phan tich duge thanh giao hitu han cac idéan nguyén
so. Dinh 1y nay lan dau tién duge ching minh bdi Emanuel Lasker
nam 1905 cho vanh da thic va vanh cac chuoi lay thua hinh thic.
Niam 1921 Emmy Noether da ching minh cho truong hop tong quat.
Ba con chimg minh rang moi idéan trong vanh Noether c6 thé bicu
dién thanh giao ctia hitu han idéan bat kha quy va s6 cac idean bat
kha quy trong phan tich bat kha quy thu gon la mot hang s6. Phan
tich nguyén so va phan tich bat kha quy c6 nhiéu tng dung trong
Dai s6 giao hoan va Hinh hoc Dai s6, thé hién qua hang loat cong
trinh cta: E. Noether, E. Lasker, W. Groebner, D.G. Northcott, W.
Heinzer, L.J. Ratliff, K. Shah, S. Goto, N. Suzuki, I. Swanson, ...

Muc dich chinh ctia dé tai la tim hiéu phan tich nguyén so va phan
tich bat kha quy clia idéan trong vanh idéan hoéa. Cha v cho R la
vanh giao hoan va M la R-modun. Khai niém idéan hoa dugc gidi
thieu bdi M. Nagata [16] nhu sau. Trang bi cho tich Descartes R x M
hai phép toan cong va nhan

(r1,m1) + (12, m2) = (r1 + 72, M1 + M2),
(71, m1) (12, Ma) = (r172, 1Mo + T2My)

vl ri,m9 € R, my,mo € M, thi R x M ciing la mot vanh giao hoan
c6 don vi va duge goi la idéan héa cia M trén R (hay con goi la mé
rong tam thuong cua R béi M) va duge ki hieu 1a R x M. Muc dich
ctia idéan hoa la xem modun M nhu la idéan cua R x M. Khi do, ta
c¢6 the diing idéan hoa dé dua nhitng két qua co lien quan dén modun
con vé truong hop idéan, hoac md rong nhing két qua ti vanh cho
modun, hodc xay dung nhing vi du vé vanh giao hoan véi uée cla
khong. Trong dé tai ching toi ciing trinh bay mot s6 ching minh chi
tiét ve viec st dung idéan hoa mé rong két qua tir vanh cho modun.

Phan tich nguyén so va phan tich bat kha quy cling c6 moi lien
hé mat thiét v6i cau tric clia vanh giao hoan nhu tinh Gorenstein,
Cohen-Macaulay, Cohen-Macaulay suy rong, Cohen-Macaulay chinh
tac.... Phan tich nguyén so gitip ta mo t4 loc chiéu ctia vanh v modun
tu d6 nghién cttu tinh Cohen-Macaulay day ctia vanh va modun. Muc
dich tiép theo ctia dé tai nghién citu tinh Cohen-Macaulay day cla
vanh idéan hoa ctia modun lién hé véi tinh Cohen-Macaulay day cua
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vanh co s6 va ciia modun ban dau. Cing can noéi thém rang, idéan
hoa la truong hop dac biét ciia md rong modun hitu han, trong truong
hop modun 1a httu han sinh. Tt d6 mot cach tu nhién ching to6i tim
hi¢u tinh Cohen-Macaulay day ctia bién doi qua mé rong modun hitu
han.

Deé tai dugce bo cuc thanh ba chuong. Chuong 1 trinh bay kién thic
chuan bi. Dé dé theo déi két qua trong chuong nay ching toi trinh
bay mot so két qua vé phan tich nguyén so, phan tich bat kha quy,
loc chiéu va modun Cohen-Macaulay day. Chuong 2, trinh bay ve
vanh idean héa va mot s6 tng dung. Dé tien theo déi mot s6 két qua
da biét vé idéan hoa cling duge ching toi trinh bay chting minh chi
tiet. Két qua chinh trong muc nay la Dinh 1y 2.2.3 va Dinh 1y 2.2.5.
Chuong 3 1a chuong chinh cia dé tai trinh bay phan tich nguyén
so, phan tich bat kha quy cta idéan trong vanh idéan hoéa. Nhiing
nghién citu vé loc chiéu, tinh Cohen-Macaulay day ctia vanh idéan
hoa, tinh Cohen-Macaulay day chuyén qua mé rong modun hitu han
cling duge trinh bay trong chuong nay. Dinh 1y 3.1.3 mo ta tron ven
phan tich nguyén so clia cac idéan thuan nhat trong vanh idéan hoa.
Ciing tir két qua nay cho ta thong tin vé tap i déan nguyén t6 lién
két (He qua 3.1.4) va mo ta loc chieu cua vanh idéan hoa (Ménh
de 3.1.6 ). Mot tinh toan tryc tiép tap idéan nguyén to lien két cia
vanh idéan hoa ciing dugc trinh bay trong dé tai Dinh 1y 3.3.1. Tu
d6 ta cting thu lai duge mo ta loc chiéu ciia vanh idéan hoa (Méenh deé
3.3.3). Tt loc chiéu ta c6 lien hé tinh Cohen-Macaulay day ctia vanh
idean hoa véi vanh co 86 va modun ban dau (Dinh 1y 3.3.4). Cho
R C S la cac vanh. Vanh S dugc goi la md rong modun hiau han
(module finite extension) ctia R néu S la R-modun hitu han sinh.
Cho R la vanh giao hoan, M la R-modun httu han sinh. Khi d6 vanh
idéan hoa R x M la md rong modun httu han cia R. Tu day mot
cau héi tu nhién dat ra la tim hiéu tinh Cohen-Macaulay day cua
khi qua mé6 rong modun htu han cia cac vanh. Dinh 1y 3.4.5 cho ta
nghién ctiu loc chiéu va tinh Cohen-Macaulay day khi chuyén qua md
rong modun httu han. Cing tir day ta thay lai duge két qua ve tinh
Cohen-Macaulay day ctia vanh idéan hoa (Hé qua 3.4.11).



Chuong 1

Kién thic chuan bi

1.1 Phan tich nguyén so va phan tich bat kha quy

Cho R la mot vanh giao hoan c6 don vi va mot R-modun M. Khi
d6 voi mdi a € R, quy tic A\, : M —= M cho bdi \(z) = az véi
moi € M la mot tu dong cau cia M dude goi 1a dong cau nhan
bdi phan ti @ cho M.

Ching ta c6 mot s6 nhan xét lien quan dén dong cau nhan sau
day:

(i) Aq 1a mot don cau khi va chi khi a khong 1a ude cta khong
trong M

(1) Mg lalty linh (tic 1a In € Nsao cho (A,)" = 0) néu va chi néu
ton tai mot so6 nguyen duong n de "M = 0, tic 1a a” € Ann(M),
hay a € \/Ann(M).

(47) Néu M # 0 thi mdi phan tit @ € R khong the dong thoi vira
thuoc y/Ann(M), vira khong la u6e ctia khong trong M. Do do, A,
khong thé vira 1a don cau, vita la liy linh.

Dinh nghia 1.1.1. Modun con N cia mot R-modun M duge goi
& mot modun con nguyén so cuia M néu N # M, dong thoi véi
moi a € R thi dong cau nhan béi a cho modun thuong M/N :

Ao : M/N —s M/N
ho#c 1a don cau hoac 1a liy linh.

Nhan xét 1.1.2. Tu Dinh nghia 1.1.1 ta rat ra rang, mot modun
con thuc sy N ciua M la mot modun con nguyén so khi va chi khi
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v6i mdéi a € Rvax € M ma ax € N, thi hoac x € N hoac ton tai
n dé a"M C N.

Meénh dé 1.1.3. Néu N la mot modun con nguyén so cia M th
tap

p:=ry(N)=vVN:M=+/Anmn(M/N)

la mot idéan nguyén to. Trong truong hop nay, nguoi ta goi N la
mot modun con p-nguyén so cua M.

Chua y 1.1.4. Ta goi mot idéan I cua R la mot idéan nguyén so
néu I 13 mot R-modun con nguyén so ctia R. Dé thay rang I 1a mot
idéan nguyén so néu va chi néu I khiac R va néu ab € I, thi hoac
a € I hoac b" € I v6i n nguyen duong nao dé. Theo Meénh de 1.1.3,
thi v/I = p 1a mot idéan nguyen t6 va nguoi ta goi I la mot idean
p-nguyén so. Dé dang thay rang, moi idéan nguyén to deéu la mot
idéan nguyeén so.

Dic biet, trong mot vanh chinh, thi v/ la mot idéan nguyen t6
khi va chi khi I nguyén so, va tham chi tuong duong véi I la lay thua
clia mot idéan nguyéen t0.

Vi du sau chi ra idean I ¢6 /I la mot idéan nguyen t6 nhung I
khong la idéan nguyén so.
Vi du 1.1.5. Cho R = K[X,Y] vdi K la mot truong va I =
(X2, XY). Khi dé, VI = (X) la mot idéan nguyén té cia R, tuy
nhién I khong nguyén so, vi XY € I nhung X € I vaY & V1.

Vi du sau chi ra mot idéan 1a liy thita clia mot idéan nguyén to
chua chac da 14 mot idéan nguyen so.

Vidu 1.1.6. Voi K la mot truong, ta zét vanh
R=K[X,Y,Z]/(XY — Z?%)

va idéan p = (X, Z) cia R, trong dé X va Z twong tng la dnh
ctia X va Z trong R . Khi d6, R/p = K[Y] la mot mién nguyén,
neén p la mot idéan nguyén to. Tuy nhién p* khong nguyén so, vi
XY =7 ¢ p2, nhung X €p2 va Y & p vdi moin.
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Mot idéan nguyén so cling khong nhat thiét phai la liy thita cia
mot idéan nguyéen to.
Vi du 1.1.7. Cho R = K[X,Y] vdi K la mot truong. Khi do,
I = (X,Y?) la mot idéan p = (X,Y)-nguyén so, nhung I # p"
vt Mot n.

Tuy vay, ta c6 ménh dé sau.
Ménh dé 1.1.8. Néu /I = m la mot idéan cuc dai ctia vanh R
thi I la mot idéan m-nguyén so.

Tu Meénh dé 1.1.8, ta c6 hé qua sau.

Hé qua 1.1.9. Luy thua cua mot idéan cuc dai la mot idéan

nguyén So.

Meénh dé 1.1.10. Néu Ny, No, ..., N}, la cic modun con p-nguyén
k

so cia mot R-modun M thi N = (| N; ctung la mot modun con
i=1

p-nguyén so cua M.

Mot loal modun con lién hé véi modun nguyén so, do la modun
con bat kha quy, duge dinh nghia nhu sau.
Dinh nghia 1.1.11. Mot modun con thuc sy N cia M dudge goi
Ia bat khd quy néu N khong thé bicu dién dudi dang N = Ny N Ny
v6l N7 va Ns 1a cac modun con cua M chua thuc su N.

B6 dé 1.1.12. Néu N la mot modun con bat khd quy cua mot
R-modun Noether M thi N la mot modun con nguyén so.

Dinh nghia 1.1.13. Cho N la mot modun con cua R-modun M.
Mot phan tich nguyén so ciia N 1la mot bieu dién N duéi dang

N:ﬂmw

trong do, N; la mot modun con p;-nguyeén so, ¢ = 1,2,...,7r. Phan
tich nguyen so (x) dugc goi la phan tich nguyén so thu gon, néu cac
p; ting doi mot phan biet va N khong thé bicu dién qua giao clia
mot ho con thye sy cia { Ny, Na, ..., N, }.
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Chu y 1.1.14. Néu mot modun con N ¢6 mot phan tich nguyén so,
thi do Ménh dé 1.1.10, ta c6 thé quy tat ca cac thanh phan ciing la
p-nguyén so ve chi mot thanh phan p-nguyén so. Cung véi viéc loai
b6 tat ca cac thanh phan, ma khi b6 ching khong anh hudng dén
giao, ta sé nhan duge mot phan tich nguyén so thu gon cia V.

Dinh 1y 1.1.15. Néu N la mot modun con thuc su cia mot
modun Noether M thi N co phan tich nguyén s, va do do co
mot phan tich nguyén so thu gon.

Nhan xét 1.1.16. Phan tich nguyén so cua mot modun not
chung la khong duy nhat.

Vi du 1.1.17. Trong vanh da thic R = K[X,Y] vdi K la mot
truong. Ta c6 p1 = (X),p2 = (X,Y),q = (X2,Y) la cdc idéan
nguyén so. Khi dé, idéan I = (X* XY) c¢6 hai cdach phan tich
nguyén so la:

I=pinp;=piNaq.

Dinh nghia 1.1.18. Cho M 1a R-modun p la idéan nguyén t6 clia
R. Tanoi rang p la idéan nguyen t6 lién két cia M néu p 1a linh hoa ti
ctia mot phan tit khac khong @ € M, titclap = Ann(z),0 # z € M.
Tap cac idean nguyen t6 lien két ctia M ki hieu 1a Assg(M), hoac
Ass(M) néu R da duge chi ro.

Meénh dé 1.1.19. p € Ass(M) néu va chi néu cé don ciu R-mo
dun ti R/ p téi M (hay tuong duong R/ p dang ciu vdi mot modun
con ctia M). Do dé néu N la modun con cia M thi Ass(N) C
Ass(M).

Ménh dé 1.1.20. Néu M = 0 thi Ass(M) = (). Diéu ngugc lgi
ciing ding néu R la vanh Noether.

Meénh dé 1.1.21. Vgi moi idéan nguyén to p ta cé Ass(R/p) =
{p}.

Dinh 1y 1.1.22. U,casn P € Z2(M) dau bang xdy ra néu R la
vanh Noether.
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Meénh dé 1.1.23. Néu N la modun con cia M thi
Ass(N) C Ass(M) C Ass(N) U Ass(M/N).
Tt Ménh dé trén ta c6 nhan xét : Cho0 == M — M — M" — 0

la day khép, khi d6 M' xem nhu modun con cua M va M" = M /M,
tu do ta co

Ass(M") C Ass(M) C Ass(M") U Ass(M").

Sau day ta sé chi ra moi lién hé gitta tap cac idéan nguyén t6 lien két
va sit phan tich nguyén so.

Dinh 1y 1.1.24. Cho M # 0 la R-modun hidu han sinh trén vanh
Noether R. Khi do moi modun con thuc su cua M c6 mot phan
tich nguyén so thu gon. Ddc biét modun khong cé thé biéu dién

dang:
0=
t=1

N la p,-nguyén so, t = 1,...;r. Khi do Ass(M) = {p,,....p,} va
do do Ass(M) la mot tap hiu han.

Dinh ly 1.1.25 (Dinh 1y duy nhat tha nhat). Cho M la modun
hitu han sinh trén vanh Noether R. Néu N = Ni_N; la phan tich
thu gon ciua modun con N, va Nj la p;- nguyén so, i =1, ....r thi

p; zdc dinh duy nhat bdi N (Khi M va R co dinh).

Hé qua 1.1.26. Cho M [a modun hdu han sinh trén vanh Noether
R, N la modun con cia M. Khi dé néu N la p-nguyén so thi theo
dinh ly trén ta c6 Ass(M/N) = {p}. Gid st nguoc lai Ass(M/N) =
{p}. Vi M la modun hitw han sinh trén vanh Noether nén N c¢o
su phan tich thu gon N = Ni_;N;, N; la p;- nguyén so. Theo
dinh lj trén ta c6 Ass(M/N) = {py,....,p,}. T dé va tu gid thiét
Ass(M/N) ={p} ta c6 r =1 va N = Ny la p-nguyén so

Dinh nghia 1.1.27. Cho N = N;_,V; la phan tich nguyén so thu
gon v6i N; la p;-nguyen so, i = 1,...,r, do do {py,...,p,} xac dinh
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duy nhat va 1a Ass(M/N). Ta goi N; 1a thanh phan ¢o 1ap (hoac thu
gon) néu p; la thu gon (tic p; khong chita thue su p;, j # i). Cac N;
con lai dugce goi 1a thanh phan nhing.

Vi du 1.1.28. Xét vanh Z cdc s6 nguyén ta c¢é SpecZ = {0} U
{pZ|p la s6 nguyén to}. Con tdp cdic idéan nguyén so la {0} U
{p"Z,p la s6 nguyén to, n € N*}. Xét idéan mZ,m > 1. Gid si
m = p{t..p® ., p; la s6 nguyén to, oy > 1, vdi moi i = 1,....7 va
pi 7 pj,t # j. Khi do ta c6 phan tich nguyén so thu gon cia mZ

mZ =p*ZN ... NpYZ,
trong do p"Z la p;Z- nguyén so vdi moii=1,...r. Vay
Assy(Z/mZ) = Assy(Zy,) = {mZ, ..., p, L}
Chi 9 ta cung co:

piZ = Anng(pl*..p; o per +mZ) va pit.py o0
mZ # 0 trong Z/mZ.

B6 dé 1.1.29. Cho M la modun hitu han sinh trén vanh Noether
R, N la médun con p-nguyén so cia M va p’ € Spec(R). Néu
p <y thh My = Ny.

Dinh ly 1.1.30 (Dinh ly duy nhat tha 2). Cho M la modun hitu
han sinh trén vanh Noether R. Gid si N = N;_;N; la phan tich
nguyén so thu gon ciua modun con N va N; la p;-nguyén so, 1 =
1,....m. Néu p; la thu gon thi N; zdc dinh duy nhat bdi N, khong
phu thudc vao sy phan tich nguyén so cia N (M va R c6 dinh)
Phan tiép theo, ta luon gia thiét R la vanh Noether va M 1a R-
modun.
Dinh nghia 1.1.31. Cho N la modun con cua M. Mot phan tich
bat khd quy cia N duoc goi la phan tich thu gon néu khong b
duogc bat ci thanh phan bat khd quy nao trong phan tich dé.
Dinh 1y 1.1.32. Cho N la médun con ciia M. Khi dé s6 thanh
phan bat khd quy cia mot phan tich bat khd quy thu gon cia
modun con N la khong déi, tic la chi phu thuoc vao N.
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Dinh nghia 1.1.33. Cho N la modun con cia M. S6 modun con
bat khd quy zuat hién trong mot phan tich thu gon ciia modun con
N dugc goi la chi s6 thu gon ctiia modun con N va duge ki hiéu
la nr(N; M) hay ngan gon la n(N).

1.2 Loc chiéu va mé dun Cohen-Macaulay day

Cho R la mot vanh giao hoan Noether va M (# (0)) la mot R-
modun hitu han sinh v6i chieu Krull httu han, gid stt d = dimp M.
Ta dat

Asshp M = {p € Suppp M|dim R/p = d}.
Khi do
Asshpr M C ming M C Assp M
Dit S = {dimp L|L la mot R-modun con cia M, L # (0) }. Khi do
ta co
S(M) ={dimgr R/p|p € Assp M } < o0.
Dat £ =4S. Gida st S = {dy,...,dy} véi dy < dy < ... < dy va dat
do = 0. V6i moi d; € S ton tai p € Assg M sao cho dim R/ p = d;
vataco R/p = N, N la R-modun con cia M nén M ¢ cac modun
con chieu d;, 1 <7 <£.V6imoi 1 <¢ </, dat

Z = {N'| N" 1a mot modun con ctia M va dim N’ < d;}.
Taco 0 €D nen > # 0. Vi Rla vanh Noether nén > ¢6 phan tit
toi dai goi 1a D;. Gia st N € > ciing la phan t1t t6i dai. Vi

dim(N + D;) < dim(N & D;) < max{dim N,dim D;} < dj,

néen N+D; € Y. Vi D; tdi dai néen N+ D; = D;, kéo theo N C D;.
Do d6 D; 1a phan tt 16n nhat theo quan hé bao ham. Vay v6i moi
1 < ¢ < /¥, Rmodun M chita mot R-modun con 16n nhat D; voéi
dimR Dz = dz



11

Dinh nghia 1.2.1. Cho R la vanh Noether va M la R-modun.
Gia st D; 1a R-modun con 16n nhat cé chieu dimp D; = d; v6i mdi
1 <i</{ Dit Dy = (0), tacd loc D = {D;} i<y

Dy=0)CDiCDyC...CDy=M
clia cac R-modun con ctia M. Ta goi d6 1a loc chiéu ctia M.

Khai niém loc chiéu duge dua ra dau tién bdi R.P.Stanley cho vanh
phan bac [18]. Tiép theo P.Schenzel [17], N.T.Cuong va L.T.Nhan [10]
tim hiéu khai niém loc chiéu cho vanh dia phuong. Sau dé S.Goto,
Y .Horiuchi va H.Sakurai [11] dinh nghia cho vanh giao hoan bat ki.

Dua vao két qua vita néu ta co6 loc chiéu luon ton tai va xac dinh
duy nhat. Sau day ta dua ra mo ta chi tiét hon ve loc chieu.

Meénh dé 1.2.2. Gia sit R la vanh Noether va M 1a R-modun hitu
han sinh, 0 = mpGASSR(M) N(p) la phan tich nguyeén so thu gon cla

modun con 0 cua M thi

D; = ﬂ N<p):Hc?Z(M>7
dim(R/ p)>dit1

trong d6 d; = dim D;, a; = [[,case, ardim ryp<a; £+ Trong trudng
hop {p € Assp M, dim R/p < d;} =) ta dat a; = R.

Hon nita, gia st N la modun con cia M va dim N < dim M,

khi d6 ton tai mot D; trong loc chieu D ctia M sao cho N C D; va
dim N = dim D;.
Chu y 1.2.3. Néu thém gia thiét R 1a vanh dia phuong v6i idéan t6i
dai m thi ra c6 H2 (M) 1a modun con 16n nhat ctia M c6 chiéu bang
0 voi dieu kien HY (M) # 0. That vay, c6 Pn(M) = J,5((0 :ar m"),
do tinh Noether ctia M nén ton tai so ty nhién n sao cho T'y(M) =
(0 :37 m™). Suy ram” C Anng(In(M)), suy ra y/Anng(Cn(M)) =
m. Suy ra dim(I'y(M)) = 0. Gia st N’ la mot modun con cia M
c¢6 chicu bang 0, ta ¢c6 /Anng(N’) = m. Do d6 ton tai s6 nguyen
duong k sao cho m* C Anng N', suy ra N’ C (0 :;3y m*) C T'in(M).
Nhu vay HY (M) 1a modun con 16n nhat ctia M c¢6 chiéu bang 0.
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Sau day ta dua thém mot s6 thong tin ve loc chiéu. Trudce hét ta
c6 bo dé sau.

B6 dé 1.2.4. Cho R la vanh Noether va cho M la R-modun htu
han sinh chicu d. Gia st N la phan tt 16n nhat theo quan hé bao
ham ctia M théa man dim N < d. Dat G := M/N khi do6

(i) dim G = d;

(ii) G khong chita mot modun con khéc khong nao ¢ chieu nho
hon n;

(iii) AssG ={p € Ass M| dim R/ p = d};

(iv) Néu (R, m) la vanh dia phuong thi He(G) = HL(M).
Ménh dé 1.2.5. Cho R la vanh Noether va M 13 R-modun. Gia
sit0=DyC Dy C -+ C Dy =M (*) 1a loc chieu cia M véi

i) Assp D; = {p € Assg M|dim R/ p < d;}.

i) Assp M/D; = {p € Assg M|dim R/ p > d;}.

i) Assp C; = {p € Assp M|dim R/ p = d,}.

(iv)

dim Cj=d; va C; khong c6 modun con khac 0 c¢6 chiéu nho
hon dl

(v) Déc biet néu (R, m) la vanh dia phuong thi H(D;) = HE(C;)
va voi mol j € Z, Hj (M) # 0 khi va chi khi j € S(M). Ta c6

HE(D;) = HE(C;) = HE(M).

Dinh 1y 1.2.6. Cho M = {M;};;, (t > 0) la mot ho cac R-
modun con cua M sao cho

(11) dimp M;_1 < dimp M; v6i moi 1 < ¢ < ¢.

Gia su réng ASSR Mi/Mi—l = ASShR Mi/Mi—l VOl m(_)i 1 < 1 <.
Khidot =40va M, =D; v6imoi 1 <1 </.
Dinh nghia 1.2.7. Cho R la vanh Noether va M # (0) la R-médun
httu han sinh véi d = dimp M < 00 va

DD():(O)nggDQgng:M

la loc chieu cia M. V6i moi 1 < ¢ < £ ta diat C; = D;/D; 1. Ta
noi rang M 1a R-médun Cohen-Macaulay day néu C; 1a Cohen-
Macaulay v6i moi 1 < ¢ < £. Loc D duge goi la loc Cohen-Macaulay.
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Vanh R dugc goi 1a vanh Cohen-Macaulay day néu dim R < oo va
R 1a modun Cohen-Macaulay day trén chinh né.

Nhan xét 1.2.8. Dya vao Dinh 1y 1.2.6 ta c¢6 loc My =0 C M; C
... € M; = M la Cohen-Macaulay khi va chi khi M;/M;_; 1a Cohen-
Macaulay véi1 =1,...,t va

dim M, /My < dim Mo /M; < ... < dim M,/M,_;.

Mot s6 tac gia da dung tinh chat nay dé dinh nghia cho modun
Cohen-Macaulay day [18].

Vi du 1.2.9. (i) M la modun Cohen-Macaulay thi M la modun
Cohen-Macaulay day:.

(ii) Cho (R, m) la vanh dia phuong véi d = dim R. Cho N;,i =
0,...,d la mot ho cac R—modun thoa man N; la modun Cohen-
Macaulay chieu 7. Khi do M = @;‘j:o N;la R—modun Cohen-Macaulay
day.

(iii) Moi modun chieu 1 1a modun Cohen-Macaulay day.

(iv) Ta xét vanh dia phuong R = K[[X,Y, Z]]/[(X) N (Y, Z)]
trong k[[X,Y, Z]] 1a vanh chuoi lay thita hinh thic trén truong k.
Cho z,y, z tuong tng la anh cua X,Y, Z trong R. Ta c6 R la mot
vanh Cohen-Macaulay day chiéu 2 véi loc chiéu ctia R cho bdi

DDO:<O>§D1:($>§D2:R
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Chuong 2

Idéan héa va itng dung

2.1 Idéan héa va mot sbé tinh chat

Trong toan bd chuong nay ta xét R la vanh giao hoan va M la
R-modun. Khai niém idéan hoa duge gidi thieu béi M. Nagata (xem
[16]) nhu sau:

Dinh nghia 2.1.1. V6i r1,79 € R va my, me € M ta dinh nghia
phép cong va phép nhan

(rly ml) + (TQ, m2) — (Tl + T2, M1 + m2)

(r1,m1)(re, ma) = (r179, T1M9 + T9My).

Khi do, R x M véi hai phép toan cong va nhan ¢ trén la mot vanh
duge goi 1a idéan héa cia M trén R (hay con goi 1a md rong tam
thuong cua R béi M) va duge ki hiéu la R x M.

Trong chuong nay ta sé trinh bay mot s6 tinh chat co ban cla
idéan hoa.
Ménh dé 2.1.2. (i) Quy tdc R — R x M,r + (r,0) la don ciu
vanh.

(it) Quy tdc R x M — R, (r,m) — r la toan cau vanh.

(iii) Néu N la mot modun con cia M thi 0 x N la idéan cia
R x M.

(iv) 0 x N la idéan liy linh chi so 2.

(v) (Rx M)/(0x M) = R.

Chiing minh. (i), (ii), (iii) 1a hién nhien.
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(iv) Voi moi a € (0 x M)? ta co6 o = >, (0,m;)(0,m}) = (0,0).
(v) theo (iii) f: R X M — R, (r,m) +— r la toan cau va ta co

Ker f = {(r,m) | f(r,m) = 0}

={(r,m) | r=0}
={(0,m) | m e M}
=0 x M.

[]

Dinh 1y 2.1.3. Cho I la idéan cua R, N la modun con cua M.
Khi do

(i) I x N la idéan cia R x M néu va chi néu IM C N.

(i) I x N la idéan tht M/N la R/I-modun va

(R x M)/(I x N) 2 (R/I) x (M/N).

Dac biéet, (RxM)/(0xN) = Rx(M/N) va (RxM)/(0xM) = R.
Do dé tat cd cdac idéan cia Rx M chita 0 x M déu cé dang J x M,
vdi J la idéan nao do cua R.
Chiing manh. (1) V6 moi a € IM, ta c6 a = {d> ], aymsla; €
I,m; € M}. Vi (a;,0) € I x N, (0,m;) € Rx M va I x N laidean
cia R x M suy ra (a;,0)(0,m;) € I x N tic la (0,a;m;) € IN. Vay
a;m; € N. Kéo theoaa € N. Vay IM C N

Ton tai (0,0) € I x N hay I x N # 0. Véi moi (a,n) € I X
N,(r,m) € Rx M ta c¢6 (a,n)(r,m) = (ar,am + rn). Vi a €
I,r € Rsuyraar € I,a € I, m € M suyraam € IM C N
nén am € N. Mat khac taco r € Rvan € N suy rarn € N. Vay
(a,n)(r,m) € I x N hay I x N laidéan cia R x M.

(ii) Cha y néu I la idean cia A, ma I C Ann(M), thi M ¢6 cau tric
la A/I- modun hon nita moi tap con N ctia M la mot R- modun
con cua M khi va chi khi N 1a mot R/I-modun con cua M. Ta lai
c6 I.M/N = 0. Vay M/N la R/I-modun. Xét anh xa
f:Rx M — (R/I)x (M/N).
(r,m)— (r+1,m-+ N)



16

Ta dé dang chiing minh dugc f 1a toan cau vanh va

Ker f ={(r,m) | (r+1I,m+ N)=1(0,0)}
={(r,m)|rel,me N} =1xN.

Theo dinh 1y dong cau vanh ta c6 diéu can chitng minh. O

Dinh 1y sau la hé qua ctia Dinh 1y 2.1.3, mo ta cac idéan cuc dai,
idéan nguyen to6, idéan can clia R x M.

Dinh ly 2.1.4. (i) Idéan toi dai cia R x M ¢6 dang m x M vdi
m la idéan cuc dai cia R. Vi thé, Rx M la dia phuong néu va chi
néu R la dia phuong. Ddc biet, R x M va R ¢6 cung mot truong
thang du va can Jacobson cia Rx M la J(Rx M) = J(R) x M.
(ii) Idéan nguyén to cia R x M c6 dang p XM vdi p la idéan
nguyén to cia R. Do dé, néu p la idéan nguyén to cia R thi
ht(p x M) = ht(p) va dim(R x M) = dim(R).

(i1i) Idéan can cia R x M c6 dang I x M wvdi I la idéan can
ctia R. Néu J la idéan cia R x M thi VJ = VI x M véi I =
{re R|3be M,(r,b) € J} la idéan cia R. Ddac biét, néu I la
idéan cua R va N la modun con cua M thoa man IM C N thi,

VI X N =IxM, do dé can liy linh Nil(Rx M) = Nil(R) x M.

Chitng minh. Cho A la idéan can cia Rx M. Vi (0x M)?=0C A
nén 0 x M C A (do A la ideéan cin). Theo Dinh 1y 2.1.3, ton tai
idéean J C R sao cho A = J x M va ta cling ¢6

(R M)/(J x M)= R/ J. (2.1)

(1) Tt dang cau (2.1), ta c6 J la idéan can (tuong tng la idéan cic
dai) cllia R néu va chi néu J x M cing la idéan can (tuong tng la
idean cuyc dai) cia Rx M. Vi thé, vanh R x M 1a tya dia phuong néu
va chi néu R la tya dia phuong. Truong thang du ciia (R, m) 1a R/m,
truong thang du cia (Rx M, mx M) la (Rx M)/(mx M) = R/m
theo 2.1 hay R x M va R c6 cung truong thang du. Ta c¢6 can
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Jacobson

J(Rx M)=n{m x M | m x M laidéan cuc dai ctia R x M}
= N{m | m la idéan cyc dai cia R} x M
= J(R) x M.

(i) T dang cau (2.1) 6 () ta c6 p la idéan nguyén t6 ciia R néu va
chi néu p x M 1a idéan nguyeén t6 cia R x M hay cac idéan nguyén
t0 cia R x M c6 dang p x M v6i p 1a idéan nguyen t6 cia R. Khi
do

ht(p x M) = sup{n | ton tai day poxM C ... Cp, xM =pxM}

=sup{n| tontaiday poCp; S ... Cp,=p} x M
= Dt (p)

VGl p; € Spec(R). Vi vay

dim(R x M) = sup{ht(p xM) | p xM € Spec(R x M)}
= sup{ht(p) | p € Spec(R)} = dim(R).

(447) Tt dang cau (2.1) 6 (7) ta c6 moi idéan can ctia R x M c¢6 dang
I x M véi I la idéan can cua R.

Cho J la idéan ctia R x M. Vi +/J la idean cian ciia R x M nén theo
chimg minh trén ta c6 vJ = K x M véi K la idean can clia R. Dt
I={reR|3bec M, (rb) e J}.Taséchingminh K xM = /Ix
M. That vay, dé thay I la idean cia R (vilay r € R, 7" € I thi ton
tai b € M sao cho (1',b) € J, suy ra (r,0)(r',b) = (r1',b) € J, t
détacorr’ € I). Chox € VT, khi dé ton tai n € N sao cho 2" € I,
suy ra ton tai b € M, dé (2, b) € J. Vi thé (2, b) € V.J = K x M.
Tu do ta co 2" € K. Vi K la idéan can cua R nén x € K. Do
d6 VI x M C K x M = +/J. Nguoc lai, cho z € K. Khi d6
(z,0) € V/J, suy ra ton tai n € N sao cho (2,0) € J. Do dé 2™ € I
theo dinh nghia tap I, suy ra z € vI. Vi thé K x M C /I x M.
Vay v/J = K x M = /T x M. Dic biét, néu I la idean ctia R va N
13 modun con cia M théa man IM C N thi /T x N = /I x M.



18

Ta co

Nil(Rx M)=n{pxM | pxM € Spec(R x M)}
=M{p | p € Spec(R)} x M = Nil(R) x M.

[]

Nhic lai rang, R 1a vanh phan bgcnéu R= Ry RIS Ry @ ...,
la tong truc tiép ctia cdc nhom Aben va R;R; C Ry, khi d6 mdi
Ry la mot vanh va R; la Ryp-modun. Mot R-modun M 1a phdan bac
néu M = Mo@Ml@MQEB va RZM] Q Mi+j7 do d6 moi Mj
13 mot Ro-modun. Céac phan tit ctia M; duge goi 1a thuan nhat bac
i. Mot modun con N cta M dude goi 1a thuan nhat néu théa man
mot trong nhing diéu kién tuong duong sau day

(1) N sinh béi cdc phan tit thuan nhat.

(2) Neu ng +ny + ... +n; € N, v6i n; la thuan nhat bac j thi
n; € N.

(3) N =2 ,(NnNDM,).

T dinh nghia phan béc trén va tu dinh nghia phép nhan trong
R x M, ta ¢c6 R x M la vanh phan bac véi (R x M)y = R @ 0,
(Rx M) =00 M, (Rx M), =0 v6i moi n > 2.

Tiép theo ta sé ching minh mot s6 két qud cé lien quan dén
idéan thuan nhat trong R x M. Nhac lai rang mot vanh R 1a vanh
présimplifiable néu véi x,y € R va vy = x thi z = 0 hodc y la phan
tt kha nghich. Dé thay rang mién nguyeén la vanh présimplifiable.
Nhic lai rang, mot R-modun M dude goi 1a modun chia dugc, néu

v6i moi phan tit khong 13 uée ctia khong a € R ta luon c6: aM =
{ax|Vz € M} = M.

Dinh ly 2.1.5. (i) Idéan thuan nhat cia R x M c6 dang I x N
vdi I la idéan cia R, N la modun con cia M va IM C N. Vi thé,
néu J la idéan thuan nhat cia R x M thi J c¢6 dang J = I x N,
(o)
I={reR|3be M, (rb) e J} va
N={meM|3dse R, (s,m) e J}.
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(i) Cho I x N va I' x N’ la hai idéan thuan nhat cia R x M.
Khi do
(Ix NYA(I'x Ny = (INT)x (NON) va
(I x NY(I"x N'y= (II') x (IN'+I'N).
Dic biet (I x N)" = I" x [""'N.

(iit) Vdi moi idéan chinh {(a,b)) cia R x M, cdc dieu kién sau
la tuong duong.

1) {(a,b)) la thuan nhat,
2) ((a,b)) = Ra x (Rb+ aM),
3) (a,0) € ((a,b)),

(4) Ton tai v € R sao cho xa = a va xb € aM.

Ddc biét, néu R la vanh présimplifiable thi {(a,b)) la thuan
nhat néu va chi néu a =0 hodc b € aM.
(iv) Ta c6 cic khang dinh sau

(1) Moi idéan ciia R x M la thuan nhat néu va chi néu moi
idéan chinh ctia R x M la thuan nhat.

(2) Néu R la présimplifiable thi moi idéan cia R x M la
thuan nhat néu va chi néu M = aM, vdi moi phan té khdc khong
a € R.

(3) Néu R la mien nguyén thi moi idéan cia Rx M la thuan
nhat néu va chi néu M la chia duoc.

(4) Néu R la présimplifiable nhung khong la mién nguyén
thi moi idéan cia R x M la thuan nhat néu va chi néu M = 0.
(v) Gid st M la R-modun hiau han sinh. Khi dé, moi idéan cia
R x M la thuan nhat néu va chi néu vdi moi phan tii khdc khong
a € R, ton tai v, € R sao cho x,a = a va v, M = abl.

Chitng minh. (i) Cho J la idéan thuan nhat ciia R x M. Khi d6 ta
b6J=JN(R®O)D(JNOPM))=(JNR)D(JNM), trong do
JNR C RvaJNM lamoédun con cia M, c6 nghiala J =1 X N,
trong do I la idéan cua R va N la modun con cia M. Theo Dinh Iy
2.1.3, IM C N. Ngudc lai, theo cau tric phan bac ciia vanh R x M
§ tren, dé kiem tra I x N, trong d6 I la idéan cia R, N la modun
con cia M va IM C N la idéan thuan nhat.
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Cho J la idéan thuan nhat. Theo chiing minh trén, J = (JNR) &
(J N M). Dat

I={reR|3Ime M, (r,b)eJ}vaN={meM|3IseR,(s,m) e J}.

Ro rang rang JNR=I1Iva JNM = N. Vi thé taco J =1 x N.
(ii) Trudce tien ta ching minh (I x N)N (I’ x N') = (I NI x
(N N N'). That vay, lay = = (a,b) € (I x N) N (I’ x N'). Khi do,
vizelxNvaxel x NNnentacoaeINI',be NNN'. Vay
e (INI")x(NNN")hay (I xN)N(I'xN") C (INI")x (NNN').
Neugce lai, lay y = (¢,d) € (INT')x (NNN'). Khid6ce INT
vade NNN'. Vivayy = (¢,d) € (I x N)N (I" x N') hay

(INI')x (NON')C (I xN)n{I' x N).

Tiép theo ta chiing minh (I x N)(I' x N') = (II') x (IN' + I'N).
Lay (a,b) € I x N, (da/,V/) € I' x N'. Khi d6

(a,0)(a', ') = (ad',ab’ + a'b) € (II') x (IN"+ I'N).

Vivay (I x N)(I' x N') C II' x (IN'+ I'N). Ngugc lai ta ciing
dé dang ching minh duge 1177 x (IN' + I'N) C (I x N)(I' x N').
(iii) (1) = (2). Trude tién ta ching minh, néu ((a, b)) thuan nhat
thi ((a,b)) = Ra x (Rb+ aM). That vay, lay phan tit x € ((a,b)).
Khi d6, ton tai (m,n) € R x M sao cho

= (m,n)(a,b) = (ma,mb+ na) € Ra x (Rb+ alM).

Vay ((a,b)) € Ra x (Rb+ aM). Nguge lai lay y € Ra X (Rb +
aM). Khi d6 ton tai r € R,m € M sao cho y = (ra,rb+ am) =
(r,m)(a,b) theo dinh nghia phép nhan. Vi vay v € ((a,b)) hay
Ra x (Rb+ aM) C ((a,b)).

(2) = (1). Gia st {(a,b)) = Ra x (Rb+aM), ta can ching minh
((a,b)) thuan nhat. That vay, dat I = Ra, N = Rb + aM. Hién
nhién: I C R la idéan chinh cua R sinh bdi a, N € M la modun
con cua M. Theo (7) ta can chiing minh M C N. Diéu nay dé thay
vi IM = (Ra)M C aM C N. Vay ((a,b)) thuan nhat.
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(1) & (3). Néu ((a, b)) 1a thuan nhat thi hién nhién ta c6 (a,0) €
((a,b)). Ngugc lai, néu (a,0) € {(a,b)) thi (0,b) € ((a,b)). Vi

(0,00 E RB0=(Rx M)yva (0,b) €0 M = (R x M),

tuong tng la cac phan ti thuan nhat bac 0 va bac 1 trong vanh
R x M nén {(a,b)) = {(a,0),(0,b)) la idéan sinh bdi cdc phan ti
thuan nhat, vi thé theo dinh nghia né la idéan thuan nhat.

(3) < (4). Ta ¢6 (a,0) € {(a,b)) néu va chi néu ton tai (z,n) €
R x M sao cho (x,n)(a,b) = (a,0), néu va chi néu (za, xb+na) =
(a,0), néu va chi néu za = a va b = —an € al.

Gia st rang R 1a présimplifiable (nghia la néu x,y € R sao cho
xy = x thi hoic x = 0 hosic y kha nghich). Ta can ching minh
((a,b)) thuan nhat néu va chi néu a = 0 hodac b € aM. Truong hop
a = 0 suy ra {(0,b)) thuan nhét, do d6 ta chi can lay = = 0 va ap
dung dicu kién tuong duong (1) < (4). Truong hop a # 0 va gia su
ra = a,xb = —an. Vi R la présimplifiable nén ti xa = a suy ra
o kha nghich. Do d6 b = —axz~'n € aM. Trong truong hop nay ta
chi can lay x = 1 va 4p dung dieu kién tuong duong (1) < (4). (iv)
(1)(=). Hien nhien.

(«<). Lay ((a,b)) la idean chinh bat ky cia R x M. Theo diéu
kien (#ii), (1) < (2) va dieu kién (i) ta c6 dieu phéi ching minh.

(2) Theo v (1) G trén, ta chi can chiing minh moi idéan chinh cta
R x M la thuan nhat. That vay, vi R la vanh présimplifiable va
0 # a € R nén theo (7ii)(1) < (4), ta c¢6 ngay két qua M = aM.

(3) Gia st R la mien nguyen. Khi d6 R la présimplifiable va ti
dieu kien aM = M v6i 0 # a € R ta c6 M 1a chia duge.

(4) Gia stt R 1a présimplifiable nhung khong 1a mien nguyen. Khi
do R c6 udc cua khong thuce su, nghia la rs = 0, v6i r, s # 0. Suy ra

0=0M =rsM =r(sM)=rM = M.

(v) Gia st v6i moi 0 # a € R, ton tai x, € R sao cho x,a = a
va £, M = aM. Theo két qua cta (i4i), (4) < (1) suy ra moi idéan
chinh ctia R x M déu thuan nhat. Dieu nay tuong duong véi moi
idean ctia R x M déu thuan nhat theo (iv)(1).
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Gia st M la httu han sinh, nghia la M = Rm;+ Rmo+...+Rm,
véim; € M. Lay 0 # a € R, v6i mdi 1 < ¢ < n, theo (iii)
ton tai x; sao cho z;a = a v x;m; € aM. Dat x, = 2129 . .. Tp.
Khi do6 ta c6 x,a = a va x,m; € aM v6i moi 2. Tu do suy ra
r M C aM = x,aM, vivay x, M = aMl. H

Hé qua 2.1.6. Cho R la mot mién nguyén, M la R-modun. Khi
dé cac dieu kién sau day la tuong duong:

(i) Moi idéan ciia R x M c6 thé so sanh dugc vdi 0 x M.

(11) Moi idéan cia Rx M cé dang I X M (hodc O x N ) vdi [
la idéan cia R (hodc N la modun con cia M ).

(iii) Moi idéan cia R x M la thuan nhat.

(iv) M la chia dugc.

Chitng minh. (i) = (i7). Vi R 1a mién nguyén nén moi idéan I clia
R deéu chita idéan 0. Do d6 cac idéan so sanh dude v6i 0 x M 1a
IXMvaO0x NMWMIXMDO0xMva0xNC0xM).

(4¢) = (i44). Hién nhién moi idéan c¢6 dang I x M va 0 x N déu
thuan nhat.

(1) = (iv). Theo két qua (iv) ctia Dinh 1y 2.1.5 ta c¢6 dieu phai
chitng minh.

(iv) = (4). Gid stt M 1a chia duge. Lay J la idean bat ky ctia R x M,
ta can chiing minh J so sanh dugce véi 0 x M. Vi R 1a mién nguyén
va M la chia dugc nén theo Dinh 1y 2.1.5, J ¢6 dang I x N, trong
do I la idéan cua R, N la modun con cua M sao cho IM C N. Mt
khac, vi M 1a chia dugc nén ta c6 M = IM C N. Néu I = 0 thi ta
luon ¢6 J =0 x N C 0 x M. Vi thé ta gid stt I # 0, ta sé chiing
minh J = I x N D 0x M. That vay, lay (a,b) € J sao cho a # 0 va
m € M. Khi d6 ton tai m’ € M sao cho m = am’ (do M = IM).
Dieu nay suy ra (0,m) = (a,b)(0,m') € J. Ma (0,m) € 0 x M. Do
do J DO 0 x M. ]

Tiép theo ta xét tap cac ude ciia khong ctia R x M

Dinh 1y 2.1.7. Tap cdc udc cia khong Z(Rx M) cta vanh Rx M
dugc zac dinh la Z(Rx M) = {(r,m) | r € Z(R)UZ(M),m €
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M}Y. Khi do, tap S x M voi S = R\ (Z(R)U Z(M)) la tap hop
gom cac phan it chinh quy (khong la wdc cia khong) cia R x M.

Chiing minh. Truée tién ta sé ching minh Z(R x M) = (Z(R) U
Z(M)) x M. That vay, lay tuy v (r,m) € (Z(R)U Z(M)) x M véi
r € Z(R)UZ(M). Néur € Z(R) thi ton tai phan tit 0 # s € R
sao cho rs = 0 suy ra (r,0)(s,0) = (0,0). Vay (r,0) € Z(R x M).
Néu r € Z(M) thi ton tai phan tt 0 # n € M sao cho rn = 0
suy ra (r,0)(0,n) = (0,0). Do do (r,0) € Z(R x M). Mat khac,
vi Z(R x M) la hop cua céc idéan nguyen t6 ma Nil(R x M) duge
chita trong moi idéan nguyén to6 d6 nén véi moi m € M, ta co
(0,m) € Nil(R x M). Do d6 (r,m) = (r,0) + (0,m) € Z(R x M)
hay (Z(M)U Z(M)) x M C Z(R x M). Nguoc lai, iy tiy ¥ phan
tit (r,m) € Z(Rx M). Khi do, ton tai (0,0) # (s,n) € R x M sao
cho
(0,0) = (r,m)(s,n) = (rs,rn + sm).

Néu s # 0 thi do rs =0 nén r € Z(R). Néu s = 0 thi vin # 0 va
rn=0nénr € Z(M). Tudo suy rar € Z(R)U Z(M) hay

Z(Rx M) C (Z(R)U Z(M)) x M.

Khi d6, tap S x M véi S = R\ (Z(R) U Z(M)) la tap hop gom
cac phan tt chinh quy (khong 1a ude ctia khong) cua R x M. O

Dinh Iy sau day sé cho ta cach xac dinh tap cac phan tit kha nghich
cua R x M.

Dinh 1y 2.1.8. Tap cdc phan té khd nghich cia R x M, ki hiéu
la U(R X M), dugc xac dinh la U(Rx M) =U(R) x M.

Chiing minh. Ta sé ching minh U(Rx M) = U(R) x M. That vay,
lay phan tii bat ky (r,m) € U(Rx M). Khi do, ton tai (s,n) € R X
M sao cho (r,m)(s,n) = (1,0). Mat khac (r,m)(s,n) = (rs,rn +
sm). Tudosuyrars =1,dodor € U(R) hay (r,m) € U(R) x M.
Vay U(R x M) C U(R) x M. Ngugc lai, lay » € R la phan tit kha
nghich, khi d6 ton tai s € R sao cho rs = 1. Suy ra (r,0)(s,0) =
(1,0) hay (r,0) la phan tt kha nghich. V6i moi m € M, ta c6 (0, m)
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Ity linh (vi (0,m)? = (0,m)(0,m) =
0,m) la khéa nghich, hay (r,m) €
X

=
1 X

2.2 Ung dung ciia idéan héa

Idéan hoa la cong cu httu hieu mdé rong mot s6 két qua tir vanh
len modun. Ta trinh bay hai vi du vé vieée mé rong Bo dé Artin-Rees
va dinh 1y giao Krull tr vanh lén médun trong muc nay:.

Chu ¥ két qua sau cho ta thong tin vé tinh Noether ctia vanh idéan
hoa.

Dinh 1y 2.2.1. Ta ¢6 R x M la Noether (tuong wng la Artin)
néu va chi néu R la Noether (tuong tng la Artin) va M la hiu
han sinh.

Chiing minh. Gia st R x M 1a Noether. Khi d6 vi R 13 anh dong
cau ctia R x M nén R 13 Noether. Ta can ching minh M 1a httu han
sinh. That vay, vi R x M la Noether nén idéan 0 x M cua R x M la
httu han sinh. Ta ¢6 (0,mq),. .., (0,m,) sinh ra 0 x M nhu la mot
idéan néu va chi néu my, ..., m, sinh ra M nhu la mot R-modun.
Do d6 M 1a R-modun hitu han sinh. Néu R x M 1a Artin. Khi d6 vi
R 1a 4nh dong cau ciia R X M nén R ciing 1a Artin. Do vanh Artin
la Noether nén ta ¢c6 M la hitu han sinh.

Ngudc lai, gia sit rang R 1a Noether va M 1 hitu han sinh. Cho
p x M la mot idéan nguyéen t6 bat ky cia R x M. Vi R la Noether
nén p la hitu han sinh. Khi d6, do M la R-modun hitu han sinh nén
p x M la idéan hitu han sinh ciia R x M. Vi moi idéan nguyén to
cia R x M deéu 1a hitu han sinh nén R x M 1a Noether. Gia st R
la Artin. Khi d6 R 1a Noether va dim B = 0. Vi M 1a htu han sinh
nén theo ching minh trén ta c6 R x M la Noether va theo Dinh ly
214tac6dim R x M =dim R =0. Do doé R x M la Artin. O

B0 dé 2.2.2. Cho R la vanh Noether, I, J,J' i cdc idéan cia R.
Khi do ton tai mot so tu nhién r théa man:

minJ =r—raJjnJ)
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va mot so tu nhién n > r.

Chitng minh. Ta luon c6 I"J N J D 1" "(I"JNJ").

Nguge lai, vi R 1a vanh Noether nén ton tai ay, ..., as € R sao cho
I = {aq,..,as) . Dat S, latap cac dathic f(xq,...,xs) € Rlx1, ..., T4]
thoa man f(xy, ..., xs) thuan nhat bac n va f(ay, ...,as) € I"JNJ".
Dat S = US, va a = (5) idéan cia R [xq, .., x4 sinh bdi S. Theo
Dinh ly Co sé Hilbert R[X7, .., X;] 1a vanh Noether nén a la idéan
httu han sinh. Gia st a = (g1, .., g+) , g; € S. Goi d; = deg(g;) va dat
r = Max{d;}. Gia st n > r. Véi moi « € I"J N J taco a € I".
Do d6 a = f(ay,..,ay), véi f(x1,...,2,) la da thic thuan nhat bac
thuoe R[Xq, ..., X4]. Ta co:

n

F@r, nmn) =) (filwr, o 20)gi(@1, ., 2)), h(an, ., 25) € Sh.

i=1
Bing cach so sanh bac, ta c6 the gid st h; thuan nhat bac n — d;.
Nhu vay:
a= f(ay,..as) = Zfi(al, . as)gi(a, .., as)
ey 1HItinJ)
CI(IIn g,
[

Dinh 1y 2.2.3 (Bo dé Artin-Rees). Cho M la modun hitu han trén
vanh Noether R va cho N, N' la cic R-modun con cia M. Gid
st I la idéan ciua R. Khi dé ton tai mot so tu nhién v théa man:

I"NNN = ]n_r([TNﬂ N’)
vdi moi so tu nhién n > r.

Ching mainh. Xét vanh idéan hoa R x M. Ta c6 R x M la vanh
Noether, I x M,0 x N,0 x N’ la cac ideanctia R x M. Theo Bo dé
2.2.2 ta co :

(I MY™(0x NY (0 x N') = (I x M)"™((I x MY"(0x N)N (0 x N)).
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Vi (I x M)* = I* x I*71M nén dang thic trén tuong duong véi
(I x I""'M)(0 x N))n (0 x N')
= (I"" x I"" M) ((I x M)"(0 x N)n (0 x N")).
SO xI"N)N (0 x N')={I"" x I" " M)((0 x I"N) N (0 x N'))
SOxI"NOAN)=I""xI""1M)(0x I"N NN
SO0 x I"NNN')=(0x I""(I"N N N")).

So sanh ta thay I"N N N’ = ["~"(I"N 0 N). 0

Nhan xét 2.2.4. T bo dé Artin-Rees ta cé thé ching minh dugc
dinh ly Krull tuy nhién ¢ day dé tai dua ra ching minh dinh ly
giao Krull cho moédun bing cdch truc tiép va ing dung cong cu
idéan hoa

Dinh 1y 2.2.5. Cho I la idéan trong vanh Noether R. Khi dé ton
tai a thuoc I sao cho (1 +a)((I") = 0.

Chitng minh. Dat J = () I™. Trude hét ta ching minh IJ = J.
Ta c6 IJ C J. Vi R la vanh Noether nén I = (ay, .., as). V6i moi
a€ J tacoa€ " véimoin Via € I"nén a = fy(aq,...,as),
VOl fu(x1,..,1s) € R[X7,.., X,] 1a da thic thuan nhat bic n . Dat
U = (fi(z1,..,z5)|Vi) la idéan ctia R sinh béi cac f;, v6i moi i. Vi
R[X1,.., X4] 1a vanh Noether nén ton tai fi, ..., fy sao cho U =
(fi, . fn). Taco a = fnii(aq,..,as). Talai co

1= figqr + ... + fngn,

trong do g¢; 1a da thic thuan nhat bac N —i+1 > 0.

?3 d6 o = fyi1(ar,...,as) = > filay, .., as)gi(ay, ..,as) € al C
Va‘y IJ = J. Theo Bo dé Nakayama ta c¢6 diéu phai chitng minh. [

Dinh ly 2.2.6 (Dinh ly giao Krull). Cho I la idéan trong vanh

Noether R va M la R- modun hitu han sinh. Khi dé ton taia € 1
sao cho

(L+a) [ I"M =0.

n>0
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Ching mainh. Xét vanh R x M va idéan I x M. Ta c¢6 I x M la

idean ctia R x M theo Bo dé 2.1.3. Theo Bo dé 2.2.1 R x M la vanh
Noether. Tt d6 theo Bo dé 2.2.5 va Bo dé 2.1.5 ton tai (a,m) € I x M
sao cho:

0= ((1,0) + (a,m)) () x M)"*)
— (1,0 + (a,m)) () (I, M)

= ((1,0) + (a,m)) (", ()I"M).

n>0 n>0

V6i moi b € Nysol™M. Ta c6 (0,0)( () I, N I"M). Do d6

n>0 n>0
(1+a,m)(0,b) = (0,0).
Kéo theo (1 +a)b=0. Vay (1 +a)((),so["M) = 0. O

Hé qua 2.2.7. Cho I la idéan trong vanh Noether R, I nam
trong can Jacobson cua R. Cho M la R- modun hiu han sinh.

Khi do
ﬂ IM = 0.
n>0

Chitng minh. Theo Dinh 1y 2.2.6 ton tai a € I sao cho

(1+a)[)I"M =0.

n>0

Vi I nam trong can Jacobson nén 1+ a kha nghich. Tt d6 suy ra
(Nyzo I"M = 0. O
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Chuong 3

Phan tich nguyén so, phan tich bat kha quy va
modun Cohen-Macaulay day

3.1 Phan tich nguyén sd va loc chiéu

Nagata [16, page 24] da chi ra rang néu N modun con p-nguyén
so ctia M thi Anng(M/N) x M 1a p x M-nguyén so. Ta da tong
quat két qud nay va dua ra phan loai idéan nguyén so thuan nhat
cua vanh R x M nhu sau

Dinh 1y 3.1.1. Cho I la idéan cia R va N la modun con cia M.
Khi dé I x N la idéan nguyén so néu va chi néu théa man mot
trong hai diéu kién sau

(i) N = M wva I la idéan nguyén so cia R.

(it) N C M, IM C N va I, N la cic p-nguyén so vdi p = /1.
Trong cd hai truong hop, I x N la VI x M-nguyén so.

Chiing minh. (i) Gia stt rang N = M. Tit dang cau (2.1) ctia Dinh
Iy 2.1.4, I x M la nguyén so néu va chi néu I la nguyén so. Do do
ta c6 I x N la nguyén so cia R X M néu va chi néu N = M va [
la idéan nguyeén so cua R.

(1) Gid st rang N C M va I x N laidéan cia R x M. Khi do, ta c6
IM C N. Béng cach chuyén qua vanh thuong (Rx M) /(I x N), ta
c6 thé gia thiét rang I = 0 va N = 0. Do do6 ta chi can chiing minh
0x 0 1 idéan nguyen so ciia R M néu va chi néu 0 la idéan p-nguyén
so ciia R va 0 ciing la modun con p-nguyen so cta M véi p = /0.
Ta c¢6 0 x 0 1a nguyén so néu va chi néu Z(R x M) = Nil(R x M),
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theo Dinh 1y 2.1.7, dieu nay tuong duong véi (Z(R)UZ(M)) S M =
V0 x M hay Z(R) U Z(M) = /0. Vi /0 la giao ciia tat ca cac
idean nguyen t6 ctia R, hon nita Z(R) va Z (M) déu 1a hop cta cac
idéan nguyen t6 ciia R nén ta c6 Z(R) U Z(M) = /0 néu va chi
néu Z(R) = Z(M) = /0 =p. Do d6 0 la idéan p-nguyén so clia R
va 0 cting la modun con p-nguyén so cua M.

Theo Dinh 1y 2.1.4,(7i), trong ca hai truong hgp ta déu co

VIXN=VIxM
hay I x N 1la v/I x M-nguyén so. ]

Muc nay trinh bay két qua mdi. Trong sudt muc nay ta gid st R
la mot vanh Noether va M 1a R-modun httu han sinh. Gia su [ 1a
idéan ctia R va N 13 modun con M. Nhac lai mot phan tich nguyén
so N =N N---NN; cia N la thu gon néu

(i) cdc idean nguyen t6 \/Anng(M/Ny), ..., /Anng(M/N;) phan
biét va

(i) v6i moi j = 1,....t, N # (;; Ni.

Trong truong hop idéan, phan tich nguyén so I = Q1 N --- N Qs
ctia I 1a thu gon néu /Qq, ..., v/@Qs phan biet va I # iz Qi vOi
moi j € {1,...,n}.

Ta c6 phan tich nguyén so thu gon néu ton tai phan tich nguyén
so. Hon nua, néu R 1a Noether va M 14 R-modun hitu han sinh thi
ton tal phan tich nguyén so thu gon cta I va clia N.

Cho [ la idéan cua R va N la modun con cua M thoa man IM C
N. Bo dé sau la két qua méi cho ta phan tich nguyéen so thu gon clia
I va N. Day la cong cu hitu hiéu dé mo ta phan tich nguyén so cta
I x N.

Bo6 dé 3.1.2. Cho I la idéan cia R va N la modun con cia M
thoa man IM C N. Gid st Ass(R/I) = {p;,...,p,}, Ass(M/N) =
{91, -, a9}, Ass(R/I) N Ass(M/N) # 0, vap, = q;,a = 1,...,7,
1 < r < min{s,t}. Khi dé ton tai phan tich nguyén so thu gon

cua I va N . ,
]:ﬂQi;N:mNz’
i=1 i=1
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thoa man Q;M C N;, vot moir 1 =1,...,7.
Chitng minh. Gia st

s t
I=(Q:N=N
1=1 1=1

la phan tich thu gon ctia I va N. Vi p; = /Ann(M/Nj), N +
pt M C Ny khi n du 16n. Dat Ny = (N + pf M), N M véi n da
I6n. Ta c6 N C Ny C N{ va Ny la modun con py-nguyén so M. Vi
N =, N2 NNy ) 2 N nen

(o)

la phan tich nguyeén so thu gon ctia N. Dat Q1 = (I + p}') Ry, N R.
Tuong tir nhu trén ta phan tich nguyén so thu gon cua [

~an(e)

Dé kiem tra dugec QM C Nj. Tiép tuc sau r budc va dat N; =
Nii=r+1,.,t Q; =Q\i=r+1,.. s taco diéu phai ching
minh. ]
Dinh ly 3.1.3. Cho I la mot idéan cua R va N la modun con cua
M théa man IM C N. Dat Ay = {i|p; € Ass(R/I) N Ass(M/N)},
Ay ={ilp; € Ass(R/I) \ Ass(M/N)}, va

As = {i|q; € Ass(M/N) \ Ass(R/I)}.

Gia s ,
[=(QuN =N
i=1 i=1
la phan tich nguyén so cua I va N thoa man QQ;M C N; voi moi
i€ A, Khi do
I'xN = m (Qi x N;) m (Qi x M) ﬂ (Ann(M/N;) x N;)

iEAl iEAQ iEAg
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la phan tich nguyén so cua I X N.

Chaing minh. Theo Bo dé 2.2.1 ta c6 Q; x N; 1a p; x M-nguyeén so néu
i € Ay, Q5 x M lap; x M-nguyén so ncu j € Ay, va Anng(M/Ny,) X
Ny 1a p; x M-nguyen so néu k € A3.Vi Ay, Ao, A3 phan biét ting doi
nen cac tap {pz X M |l c Al}, {p] D(M‘] c AQ}, {pk: X M ‘ k e Ag}
ciing phan biét tung doi. Ta ¢6 I C Q); v6i moi i € Ay U Ag. Theo
gid thiet Q;M C N; v6i moi i € Az. Khi d6 I C Anng(M/N;) véi
moi ¢ € Ag. Mat khac N C N, v6i moi ¢ € A UA3 va N C M. Diéu
nay kéo theo

IxNC()(Qix N;)[)(Qix M) () (Ann(M/N;) x N;).

1€ iEAg iEAg

N;). Khi d6

a € ﬂ QZﬂAnnRM/N Cﬂ@l—l

i€A]UAs 1€A3

Mat khac
t
re () Nf)M=()N.=N.
1€A1UA3 1=1
Diéu nay chiing t6 (a,x) € I x N. Dé thay phan tich trén ctia I x N
la thu gon. ]

Két qua sau mo ta cac idéan nguyen to lién két ciia R x M. Ta
ky hieu Assh(L) = {p € Ass(L)|dim R/p = dim L} v6i moi R-

modun L.

Hé qua 3.1.4. Cho I la idéan cia R va N la modun con ciua M
théa man IM C N. Khi do Ass(Rx M) = {p xM|p € Ass(R) U Ass(M)},
va Assh(R x M) = {p xM|p € Assh(R)}.

Chitng minh. Dat A1 {i|p; € Ass(R) N Ass(M)},
= {i[p; € Ass(R) \ Ass(M)},
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Az ={i|q; € Ass(M) \ Ass(R)} .
Theo Bo dé 3.1.2, ta c6 thé gia st

S

t
Op = sz’;OM = ﬂNi
i=1

i=1
la phan tich nguyén so thu gon cua I va N thoa man Q;M C N; véi
moi ¢ € Aq. Khi dé theo Dinh 1y 3.1.3, ta co

Orar = [ )(Qi x Ni) () (Qi x M) [ (Ann(M/N;) x N;)

iEAl iEAQ iEAg
1a phan tich thu gon clia Oy az. Tt d6 ta co dieu phai chiing minh. [

Gia st L 1a R-modun. Ta ky hi¢u Uy(L) 1a modun con 16n nhat
ctia L ¢6 chiéu nhé hon dim L. Ta ¢6

U()(L) = ﬁpz-eAssh(L)I(pi)?

trong d6 0 = NI (p;) 1a phan tich nguyén so toi tieu cia modun con
0 trong L. Ta c6 thé tinh Uy(R x M) theo Uy(R) va Up(M) nhu sau.

Hé qua 3.1.5. Néu dim M = dim R thi Uy(R x M) = Uy(R) X
Uo(M). Néu dim M < dim R thi Uy(R x M) = Uy(R) x M.

Ching manh. V6i cac ky hiéu nhu trong chiing minh Hé qua 3.1.4,
dat A} = {i € Aq|p; € Assh(R) N Assh(M)}, A, = {i € As|p; € Assh(R)},
A, ={i € Ag|p; € Assh(M)}. Khi do

Up(Rx M) = () (Qi x Ni) [ )(Qi x M) () (Ann(M/N;) x N;).

ieN] ieA) S

Dé thy d6 1a Up(R) x Up(M).

Néu dim M < dim R thi Assh(R) N Assh(M) = ). Tu do6 suy ra
Assh(R x M) = {p, xM|i € Ao} va Assh(R) = {p;|i € Ay}. Khi
do

Uo(Rx M) = (() Qi) x M =Up(R) x M.
1€,

Ta c¢6 dieu phai chiing minh. O
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Két qua trén la co s6 dé nghién citu loc chicu ctia modun. Loc
chieu la cong cu hitu hiéu trong viéc nghién cttu mot s6 16p modun 1a
ma rong ciia modun Cohen-Macaulay: modun Cohen-Macaulay day;,
modun Cohen-Macaulay suy rong day (xem[10], [15]). Ké qué sau
dua ra mo ta loc chieu ctia idéan hoéa ctia M.

Meénh dé 3.1.6. Gid si {Ri}i—o..a va {Mi},_,. ., la loc chieu
cua R va M tuong ung. Dat S = R x M,S; = R; x M; vdi
i=0,..5 00 S = Rix M vdii=s+1,...d Khido{Si},_g._ 4
la loc chiéu cia R x M.

Ching manh. V6i cac ky hiéu nhu trong ching minh Hé qua 3.1.4,
dat A¥ = {i € Aj| dim R x M/p; xM >k}, i =1,2,3. Theo [4,
Theorem 3.1] va [4, Theorem 3.2], (R x M)/(Q; x N;) = (R/Q;) X
moii € Ay; (Rx M)/ (Q; x M) = (R/Q;) x M vadim Rx M/Q; x
M = dim R/Q;, v6i moi i € Ag; (R x M)/(Anng(M/N;) x N;) =
(R/ Anng(M/N;))x M /N; va dim(Rx M) /(Anng(M/N;) x N;) =
dim R/ Anng(M/N;) = dim M /N; v6i moi i € Az. Vi vay ta ¢

Se=[@QxM)=( (] Q)xM=RyxM

i€k dim R/ p;>k
nétuk=s+1,....dva
Sk = {)(Qi x Ni) () (Qi x M) () (Anng(M/N;) x N;)

i€ A} i€k ie Ak
dim R/ p,>k dim R/ p,>k
néu k =0, ..., s. O

3.2 Phan tich bat kha quy

Dinh 1y trong muc nay cho ta phan tich bat kha quy cta idéan
thuan nhat trong vanh idéan hoa.
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Bo6 dé 3.2.1. Cho R la vanh giao hodn, M la R-modun. Cho I la
mot idéan cua R va N la modun con cua M thoa man IM C N.
Khi dé I x N bat khd quy néu va chi néu

(i) N =M va I la idéan bat khd quy ciia R hodc

(it) N C M, I = Anng(M/N), va N la bat khd quy.

Ching minh. (1) Moi idéan cua R x M chta I x M ¢6 dang J x M
véi I C J nén ta c6 dieu phai chiing minh.
(i) Da dugce ching minh trong [2, Proposition 4.4]. []

Dinh ly 3.2.2. Cho I la idéan cua R va N la modun con cua M
thoa man IM C N. Gia su

s t
I=(QsN=N
1=1 1=1

la phan tich bat khd quy cia I va N. Khi do

((Ann(M/N;) x N;)

1=1

S

[ x N = [ﬂ(@ixM)

1=1

la phan tich bat khd quy ctia I x N.

Chiing minh. Theo Bo de 3.2.1taco Q;x M, i = 1,..., s va Ann(M/N;)x
N;, i = 1,...,t 1a bat kha quy. Dang thtc 1a hién nhién nén ta c6
diéu phai ching minh. ]

Cho L 1a modun con ctia M. Ta da biét rang L c¢6 phan tich bat
kha quy va so cac thanh phan xuat hién trong phan tich bat kha quy
thu gon cia L khong phu thuoc vao phan tich bat kha quy. S6 nay
duge goi 1a chi sé bat khd quy chia L va duge ky hieun(L) [12]. Tu
Dinh 1§ 3.2.2 ta co.

Hé qua 3.2.3. n(Ogxar) = n(0r) + n(0y).
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3.3 Tap idéan nguyén t6 lién két va loc chiéu

Tap idéan nguyén to lién két ctia modun 13 khai niém nén tang
clia Dai s6 giao hoan. Tap idéan nguyén to lien két ctia R-modun M
duge ky hieu Assgr(M) va dinh nghia la

Assp M = {p € SpecR | 0 # 2 € R,p = Anng(z)}.

Tap idéan nguyén to6 lien két clia vanh idéan hoa duge mo ta nhu
sau. Luu ¥ két qua nay da duge tiép can cach khac thong qua phan
tich nguyén so trong [3] va duge trinh bay trong muc 3.2.

Dinh ly 3.3.1. Cho I la idéan cia R va N la modun con ciua M
thoa man IM C N. Khi do

Asspuri(I X N) ={pxM|p € Assp I U Assgp N} .
Daic biét,
Asspupm(RX M) ={pxM|p € Assp RU Assp M }.

Chitng minh. Theo Bo dé 2.1.4, cac idéan nguyen to cia R x M
c6 dang p x M. Gia sit p XM € Asspuar(L x N). Khi do p x M =
Anngypr(a,n), véia € I,n € N.Layr € ptaco (r,0) € p x M. Do
d6 (0,0) = (r,0)(a,n) = (ra,rn). Dieu nay kéo theo r € Anng(a)N
Anng(n). Vay p € Anng(a) N Anng(n). Lay r € Anng(a) N
Anng(n). Khi d6 0 = ra = rn. Ta ¢6 (r,0)(a,n) = (0,0). Do
do (r,0) € p x M. Diéu nay kéo theo r € p. Suy ra p = Anng(a) N
Anng(n). Vi vay p = Anng(a) hodc p = Anng(n). Suy ra p €
Assg(R) U Assg(M). Vay

Asspumi(I X N) C{pxM|p € Assp ] UAssp N}.

Lay pxM, p € Assg(I) U Assg(N). Gid st p € Assg(N). Khi
d6 p = Anng(n), v6i 0 # n € N. Suy ra (0,0) # (0,n). Lay
(r,m) € pxM. Ta c6 (r,m)(0,n) = (0,7n) = (0,0). Suy ra
(r,m) € Annpyp(0,n). Nguge lai lay (r,m) € Anng(0,n). Kéo
theo rn = 0. Suy ra r € Anng(n). Vi vay (r,n) € pxM va
p XM = Anng(0,n). Do d6 p xM € Assgup (I X N).
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Gia st p € Assg([l) \ Assg(NV). Khi d6 ton tai a € I théa man
aM = 0 va p = Anng(a). Dé kiém tra dude p x M = Anng(a,0).
Do dépXMGASSRKM(ID(N). []

Tap idéan nguyen t6 lien két cho ta nhiéu thong tin ctia modun.
Theo Herzog and Popescu [14] ta ¢ thé mo ta loc chieu ciia modun.
V6i méi 0 < i < s, dit Ass'y(M) = {p € Assp(M)|dim R/p = i} .
Herzog and Popescu da dua ra dic trung sau ctia loc chieu.

Bo6 dé 3.3.2. [14, Proposition 1.1] Cho F : 0 C My C M; C
e C Mg 1 C My, =M la mot loc cac modun con cua M. Khi do
cic dieu kién sau tuong duong:

(i) F la loc chiéu cia M ;

(i1) Assp(M;/M;_1) = Assz(M) vdi moi i.

Tt d6 ta ¢6 mo ta loc chieu ctia vanh idéan hoa R x M .

Meénh dé 3.3.3. Gid st Fr:0C RyC R C---CRy1 C Ry =
Rova Fyy :0C Mg C My C---C M1 C M, =DM la cac loc
chieu cua R va M tuong ung. Dat S = R x M,S; = R; x M;
voi i = 0,...,s va S; = Ry Xx M vor i = s+ 1,...,d. Khi do
Fg:0C Sy CS, C---CS;1CS;=38laloc chieu cia Rx M.
Hon nita, S; la idéan thuan nhat cia R x M vdi moi i.

Chiing minh. Cho i théaman 0 < i < s. Theo Bo de 3.3.2, Assp(R;/Ri—1) =
Assh(R) va Assp(M;/M;_1) = Assi(M). Mat khac
Si/Si—1 = (Ri/Ri—1) x (M;/M;_)

theo Dinh 1y 3.1.4
Asspuni(Si/Si—1) = Asspun (Rif Ri—1 X M;/M;_1)

= {p xM|p € Assp(R;/R;_1) U Assp(M;/M;_1)}

= {p xM|p € Ass{(R) U Ass{p(M)}

= Assh (R x M).
TU(OHg tu ta co ASSR,XM(SZ'/SZ'_1) = ASS%D(M(R X M) vol s < ¢ < d.

Theo BO d6 332 Fg:0C Sy €S, C---C S; 1 CS;=8laloc
chieu ctia R x M.
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Hién nhien R;M C M; véi i = s,...,d. Lay 0 < i < s. Dat
a, = AHHRRZ'. Ta co dlmR(Rz) = dlmR(R/aZ) < 1. M?Lt khac
a; € Anng(R;M). Vi vay dimg(R; M) < i. Theo tinh t6i dai cla
MZ‘, ta co RZM g Mz []

Tu két qua mo ta loc chiéu trén ta dé dang ching minh két qua
sau, cho ta nghién cttu vé tinh Cohen-Macaulay day ctia vanh idéan
hoa.

Dinh ly 3.3.4. Cho R la vanh dja phuong Noether, M # (0) la
R-modun hiu han sinh. Dat S = R M la idéan hoa cua M trén
R. Khi dé cac diéu kién sau la tuong duong.

(1) S= R x M la vanh dia phuong Cohen-Macaulay day.

(2) S =R x M la R-modun Cohen-Macaulay day.
(3) R vanh dia phuong Cohen-Macaulay day va M la R-modun
Cohen-Macaulay day.

3.4 MG rong moédun hitu han va tinh Cohen-Macaulay
day

Dinh nghia 3.4.1. Cho R C S la cac vanh. Vanh S dugc goi la
md rong modun hitu han (module finite extension) cia R néu S
la R-modun hau han sinh.

Vi du 3.4.2. (i) Z[\/2] la mé rong modun hitu han cia 7Z.
(ii) Cho R la vanh giao hodn, M la R-modun hdu han sinh.
Khi do vanh idéan hoa Rx M la md rong modun hitu han ciua R.

(iii) Let A be a Noetherian local ring, G a finite subgroup of
Aut A. Suppose that the order of G is invertible in A. Then A is

a module-finite extension of R = AC.

T day mot cau hoi tu nhién dit ra la tim hiéu tinh Cohen-
Macaulay day cta khi qua mé rong modun httu han cua cac vanh.
Luu ¥ muc trude ta da nghién ctiu trong truong hop dac biét mé rong
vanh bdi idéan hoa.
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Trong muc nay ta luon gia st R 1a mot vanh dia phuong véi idéan
toi dai m, M = (0) la R-modun httu han sinh chiéu d. Khi dé ton
tai R-modun con 16p nhat M,, ctia M théa man dimp M,, < n, véi
moi n € Z (cha ¥ ta quy uéc dimpg(0) = —o0).

B6 dé 3.4.3. Gia sit (R, m) la vanh dia phuong Noether, M va N
la cdc R-modun hitu han sinh. Khi d6 [M & N],, = M, & N,, v6i mdi
n € 7.

Chiing minh. Ta ¢6 [M & N, 2 M, & N, vi
dimgp(M,, ® N,,) = max{dimg M,,,dimgr N, } < n.

Chop: L=M®N — M, (x,y) — x la phép chiéu lén thanh phan
thit nhat. Khi d6 p(L,) € M,, vi dimgp(L,) < dimg L, < n.
Tuong tu ta c6 q(Ly,) C Ny, trong d6 ¢ : M & N — N, (z,y) — y
ki hi¢u 1a phép chiéu len thanh phan thi hai. Do d6 [M & N, C
M, & N,,. O

Meénh dé 3.4.4. Gia st (R, m) la vanh Noether dia phuong, M va
N (M,N # (0)) la R-modun httu han sinh. Khi d6 M @& N la R-
modun Cohen-Macaulay day khi va chi khi M va N la cdc R-modun
Cohen-Macaulay day.

Ching minh. Ta dat L = M & N va ¢ = §S(L). Khi d6 S(L) =
S(M)US(N) hay Assg L = Assg MUAssg N. Do dé néu £ = 1 thi
S(L) =S(M) = S(N) vadimg L = dimp M = dimpr N. Do vay
khi ¢ =1 thi L la R-médun Cohen-Macaulay day khi va chi khi L
13 R-modun Cohen-Macaulay day, va dieu kién thtt hai tuong duong
v6i R-modun M va N la Cohen-Macaulay, nghia la M va N la cac
R-modun Cohen-Macaulay day. Gia st ¢ > 1 va khang dinh cta ta
diang véi £ — 1. Cho

Dy=(0)CDiCDyC---CDy=1L

laloc chieucia L = M@ N, trong d6 S(L) = {dy < dy < -+ < dy}.
Khi d6 {D;/D1}1<i<¢ 1aloc chiéu ctia L/ Dy va do vay L 1a R-modun
Cohen-Macaulay day khi va chi khi Dy la R-moédun Cohen-Macaulay
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day va L/ Dy la R-modun Cohen-Macaulay day. Béi vi
( Md1@(0) (dl ES(M)\S(N))7

Dy ={ My ® Ny (dp € S(M)NS(N)),

( (0)® N, (dir € S(N)\ S(M))

theo Bo dé 3.4.3, gia thiét voi ¢ dé dang chiing té cho khang dinh
thit hai noi rang R-Modun M va N 1a Cohen-Macaulay day:. O

Tu day ta gia su S la vanh dia phuong va S la md rong modun
hitu han ctia R. Ta c¢6 két qua chinh ciia muc nay nhu sau.

Dinh ly 3.4.5. Cho M # (0) la R-modun hiu han sinh. Khi do
cdc phat biéu sau la ding.

(1) M, la S-moédun con Ién nhat cia M théa man dimy M, < n
vdi moi n € 4.

(2) Loc chieu cia M nhu S-modun trung vdi loc chiéu cia M
nhu R-modun.

(3) M la S-moédun Cohen-Macaulay day néu va chi néu Mla R-
modun Cohen-Macaulay day.

Ching minh. Gia st n € Z va X ky hieu S-modun con 16n nhat
cia M thoa man dimy X < n. Khi d6 X C M, vi dimp X =
dimy X < n. Dat Y = SM,. Khi d6 dimgY < n. That vay, goi
p € AsspY. Vi [My]y, C Y, = Sp-[Myy © My, ta c6 [My]y 7 (0).
Vi vay p € Suppp M,,. Kéo theo dim R/ p < dimp M,, < n. Vi vay
dimgY = dimpY < n. Suy ra M,, C Y C X. Diéu nay ching to
X = M, Tt dé ta c6 khang dinh (1) va (2). Vidimg L = dimp L va
depthg L = depthp L v6i moi S-modun L ta c6 khang dinh (3). [

Tu d6 ta c6 mot s6 he qua.

Hé qua 3.4.6. S la vanh dia phuong Cohen-Macaulay day néu
va chi néu S la R-modun Cohen-Macaulay day.
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Hé qua 3.4.7. Cho M la S-modun hiu han sinh. Gia st R la
mot hang t truc tiép cia M nhu R-modun. Néu M la S-modun
Cohen-Macaulay day thi R la vanh dia phuong Cohen-Macaulay
day.

Ching minh. Gia st M = R & N trong d6 N la R-modun con cua
M. Vi M la S-médun Cohen-Macaulay day, theo Dinh 1y 3.4.5 M
& R-modun Cohen-Macaulay day. Vi vay theo Meénh de 3.4.4, R 1a
vanh dia phuong Cohen-Macaulay day. O

Hé qua 3.4.8. Gid st R la hang tid truc tiép cia S nhu R-
modun. Néu S la vanh dia phuong Cohen-Macaulay day thy R
cing la vanh dia phuong Cohen-Macaulay day.

Ta xét vanh bat bién R = AC.
Hé qua 3.4.9. Gia su S la vanh dia phuong Noether, G la nhom
con ctia Aut A. Gid st cap cia G khd nghich trong S. Néu S la
vanh dia phuong Cohen-Macaulay déy, thi vanh bat bién R = S©
cua S la vanh dia phuong Cohen-Macaulay day.
Chiing minh. Vi cap cua G kha nghich trong S nén S 1a md rong
modun hitu han ctia R = S théa man R 1a hang ti truc tiép cia S
(xem [5]). Do d6 két qua duge suy ra tit He qua 3.4.8. N
Cha y 3.4.10. Vdi cdc gid thiét nhu trong Hé qud 3.4.9, goi
{D;Yo<i<s la loc chiéu cia S. Khi dé moi D; la idéan G-on dinh
ctia S (zem Dinh lyj 3.4.5 (1)) va loc chiéu ciia R cho bdi { D% }o<i<y
khi bo cac modun trung nhau.

T trén ta co két qua sau.

Hé qua 3.4.11. Cho R la vanh dia phuong Noether, M # (0) la
R-modun hiu han sinh. Dat S = R M la idéan hoa cua M trén
R. Khi dé cac diéu kién sau la tuong duong.

(1) S= R x M la vanh dia phuong Cohen-Macaulay day.
(2) S =R x M la R-modun Cohen-Macaulay day.
(

3) R vanh dia phuong Cohen-Macaulay day va M la R-modun
Cohen-Macaulay day.
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Két luan

Trong dé tai, ching t6i da dat dudc mot sé6 két qua co
ban sau: o

- He thong mot s6 kién thiic co ban vé phan tich nguyén so, phan
tich bat kha quy, loc chiéu ciia modun, mo ta loc chiéu ctia modun,
modun Cohen-Macaulay day.

- Tim hiéu vé ideéan hoa va mot s6 tinh chat co ban: mo ta céc
16p idéan dac biet, mot s6 dang cau thong dung, mot sé phan ti dac
biét; tim hiéu vé dia phuong héa ciia vanh idéan hoa.

- Dua ra mot ting dung ctia idéan hoa trong viec mé rong két qua
tit vanh sang modun.

- Nghién citu dé dua ra moé ta phan tich nguyén so, phan tich bat
kha quy ciia idéan thuan nhat trong vanh idéan hoa.

- Mo t4 loc chiéu ctia vanh idéan hoa bang cach sit dung phan tich
nguyén so va bang tinh tap idéan nguyén to6 lién két.

- Nghién citu tinh Cohen-Macaulay day ctia vanh idéan hoa, bién
doi tinh Cohen-Macaulay day ctia vanh qua md rong hitu han dac
biét.
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