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Mở đầu

Định lý Cơ bản của Số học chỉ ra rằng mọi số nguyên n > 2 luôn
phân tích được thành tích các số nguyên tố và sự phân tích đó là duy
nhất nếu không kể đến thứ tự các nhân tử. Trong Đại số có rất nhiều
kết quả tương tự nảy sinh, chẳng hạn: mọi đa thức khác hằng trên
một trường phân tích được thành tích các đa thức bất khả quy và sự
phân tích đó cũng là duy nhất nếu không kể đến thứ tự các nhân tử.
Các ví dụ trên đều có một đối tượng chung là phân tích thành nhân
tử "bất khả quy", tức là các phần tử không phân tích được thành các
nhân tử "không tầm thường". Một cách tổng quát, trong một vành
giao hoán có đơn vị R liệu các phần tử của R có thể phân tích được
thành tích các phần tử bất khả quy. Một ví dụ chỉ ra điều này không
đúng là vành Z[

√
−5] = {a+ b

√
−5 | a, b ∈ Z}. Trong vành này ta

có 6 = 2.3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5).

Vào đầu những năm 1800 Ernst Kummer và Julius Wilhelm Richard
Dedekind đã nhận ra rằng bài toán có thể được chính sửa. Thay cho
việc phân tích một phần tử r ∈ R ta phân tích tập rR thành tích
rR = I1.I2...In, Ii là các tập tương tự. Các tập "tương tự" được gọi
là các iđêan. Khi đó trong vành Z[

√
−5] ta có

6R = I1I2 = J1J2

là duy nhất sai khác thứ tự các nhân tử. Trong nghiên cứu người ta
đã chỉ ra phân tích thành tích các iđêan không có ý nghĩa.

Vào những năm 1900 Emanuel Lasker và Emmy Noether đã nhận

ra rằng tốt hơn là ta xét giao thay cho tích. Ý tưởng là tương tự ngoại
trừ một iđêan I là bất khả quy nếu nó không phân tích được thành
giao của 2 iđêan thực sự chứa I . Họ cũng chỉ ra sự phân tích như vậy
tồn tại trong một lớp vành đủ rộng. Điều này được thể hiện trong hai
định lý quan trọng trong Đại số giao hoán Định lý phân tích nguyên
sơ và Định lý phân tích bất khả quy. Định lý phân tích nguyên sơ
còn gọi là Định lý Lasker-Noether phát biểu rằng mọi iđêan trong
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vành Noether phân tích được thành giao hữu hạn các iđêan nguyên
sơ. Định lý này lần đầu tiên được chứng minh bởi Emanuel Lasker
năm 1905 cho vành đa thức và vành các chuỗi lũy thừa hình thức.
Năm 1921 Emmy Noether đã chứng minh cho trường hợp tổng quát.
Bà còn chứng minh rằng mọi iđêan trong vành Noether có thể biểu
diễn thành giao của hữu hạn iđêan bất khả quy và số các iđean bất
khả quy trong phân tích bất khả quy thu gọn là một hằng số. Phân
tích nguyên sơ và phân tích bất khả quy có nhiều ứng dụng trong
Đại số giao hoàn và Hình học Đại số, thể hiện qua hàng loạt công
trình của: E. Noether, E. Lasker, W. Groebner, D.G. Northcott, W.
Heinzer, L.J. Ratliff, K. Shah, S. Goto, N. Suzuki, I. Swanson, ...

Mục đích chính của đề tài là tìm hiểu phân tích nguyên sơ và phân
tích bất khả quy của iđêan trong vành iđêan hóa. Chú ý cho R là
vành giao hoán và M là R-môđun. Khái niệm iđêan hóa được giới
thiệu bởi M. Nagata [16] như sau. Trang bị cho tích Descartes R×M
hai phép toán cộng và nhân

(r1,m1) + (r2,m2) = (r1 + r2,m1 +m2),

(r1,m1)(r2,m2) = (r1r2, r1m2 + r2m1)

với r1, r2 ∈ R, m1,m2 ∈M, thì R×M cũng là một vành giao hoán
có đơn vị và được gọi là iđêan hóa của M trên R (hay còn gọi là mở
rộng tầm thường của R bởi M) và được kí hiệu là RnM. Mục đích
của iđêan hóa là xem môđun M như là iđêan của RnM. Khi đó, ta
có thể dùng iđêan hóa để đưa những kết quả có liên quan đến môđun
con về trường hợp iđêan, hoặc mở rộng những kết quả từ vành cho
môđun, hoặc xây dựng những ví dụ về vành giao hoán với ước của
không.Trong đề tài chúng tôi cũng trình bày một số chứng minh chi
tiết về việc sử dụng iđêan hóa mở rộng kết quả từ vành cho môđun.

Phân tích nguyên sơ và phân tích bất khả quy cũng có mối liên
hệ mật thiết với cấu trúc của vành giao hoán như tính Gorenstein,
Cohen-Macaulay, Cohen-Macaulay suy rộng, Cohen-Macaulay chính
tắc.... Phân tích nguyên sơ giúp ta mô tả lọc chiều của vành và môđun
từ đó nghiên cứu tính Cohen-Macaulay dãy của vành và môđun. Mục
đích tiếp theo của đề tài nghiên cứu tính Cohen-Macaulay dãy của
vành iđêan hóa của môđun liên hệ với tính Cohen-Macaulay dãy của
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vành cơ sở và của môđun ban đầu. Cũng cần nói thêm rằng, iđêan
hóa là trường hợp đặc biệt của mở rộng môđun hữu hạn, trong trường
hợp môđun là hữu hạn sinh. Từ đó một cách tự nhiên chúng tôi tìm
hiểu tính Cohen-Macaulay dãy của biến đổi qua mở rộng môđun hữu
hạn.

Đề tài được bố cục thành ba chương. Chương 1 trình bày kiến thức
chuẩn bị. Để dễ theo dõi kết quả trong chương này chúng tôi trình
bày một số kết quả về phân tích nguyên sơ, phân tích bất khả quy,
lọc chiều và môđun Cohen-Macaulay dãy. Chương 2, trình bày về
vành iđêan hóa và một số ứng dụng. Để tiện theo dõi một số kết quả
đã biết về iđêan hóa cũng được chúng tôi trình bày chứng minh chi
tiết. Kết quả chính trong mục này là Định lý 2.2.3 và Định lý 2.2.5.
Chương 3 là chương chính của đề tài trình bày phân tích nguyên
sơ, phân tích bất khả quy của iđêan trong vành iđêan hóa. Những
nghiên cứu về lọc chiều, tính Cohen-Macaulay dãy của vành iđêan
hóa, tính Cohen-Macaulay dãy chuyển qua mở rộng môđun hữu hạn
cũng được trình bày trong chương này. Định lý 3.1.3 mô tả trọn vẹn
phân tích nguyên sơ của các iđêan thuần nhất trong vành iđêan hóa.
Cũng từ kết quả này cho ta thông tin về tập i đêan nguyên tố liên
kết (Hệ quả 3.1.4) và mô tả lọc chiều của vành iđêan hóa (Mệnh
đề 3.1.6 ). Một tính toán trực tiếp tập iđêan nguyên tố liên kết của
vành iđêan hóa cũng được trình bày trong đề tài Định lý 3.3.1. Từ
đó ta cũng thu lại được mô tả lọc chiều của vành iđêan hóa (Mệnh đề
3.3.3). Từ lọc chiều ta có liên hệ tính Cohen-Macaulay dãy của vành
iđêan hóa với vành cơ sở và môđun ban đầu (Định lý 3.3.4). Cho
R ⊆ S là các vành. Vành S được gọi là mở rộng môđun hữu hạn
(module finite extension) của R nếu S là R-môđun hữu hạn sinh.
Cho R là vành giao hoán,M là R-môđun hữu hạn sinh. Khi đó vành
iđêan hóa R nM là mở rộng môđun hữu hạn của R. Từ đây một
câu hỏi tự nhiên đặt ra là tìm hiểu tính Cohen-Macaulay dãy của
khi qua mở rộng môđun hữu hạn của các vành. Định lý 3.4.5 cho ta
nghiên cứu lọc chiều và tính Cohen-Macaulay dãy khi chuyển qua mở
rộng môđun hữu hạn. Cũng từ đây ta thấy lại được kết quả về tính
Cohen-Macaulay dãy của vành iđêan hóa (Hệ quả 3.4.11).
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

1.1 Phân tích nguyên sơ và phân tích bất khả quy

Cho R là một vành giao hoán có đơn vị và một R-môđun M . Khi
đó với mỗi a ∈ R, quy tắc λa : M

a−→ M cho bởi λa(x) = ax với
mọi x ∈ M là một tự đồng cấu của M được gọi là đồng cấu nhân
bởi phần tử a cho M .

Chúng ta có một số nhận xét liên quan đến đồng cấu nhân sau
đây:

(i) λa là một đơn cấu khi và chỉ khi a không là ước của không
trong M

(ii) λa là lũy linh (tức là ∃n ∈ N sao cho (λa)
n = 0) nếu và chỉ nếu

tồn tại một số nguyên dương n để anM = 0, tức là an ∈ Ann(M),
hay a ∈

√
Ann(M).

(iii) Nếu M 6= 0 thì mỗi phần tử a ∈ R không thể đồng thời vừa
thuộc

√
Ann(M), vừa không là ước của không trong M . Do đó, λa

không thể vừa là đơn cấu, vừa là lũy linh.

Định nghĩa 1.1.1. Môđun con N của một R-môđun M được gọi
là một môđun con nguyên sơ của M nếu N 6= M , đồng thời với
mỗi a ∈ R thì đồng cấu nhân bởi a cho môđun thương M/N :

λa : M/N −→M/N

hoặc là đơn cấu hoặc là lũy linh.

Nhận xét 1.1.2. Từ Định nghĩa 1.1.1 ta rút ra rằng, một môđun
con thực sự N của M là một môđun con nguyên sơ khi và chỉ khi
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với mỗi a ∈ R và x ∈ M mà ax ∈ N , thì hoặc x ∈ N hoặc tồn tại
n để anM ⊆ N .

Mệnh đề 1.1.3. Nếu N là một môđun con nguyên sơ của M thì
tập

p := rM(N) =
√
N : M =

√
Ann(M/N)

là một iđêan nguyên tố. Trong trường hợp này, người ta gọi N là
một môđun con p-nguyên sơ của M.

Chú ý 1.1.4. Ta gọi một iđêan I của R là một iđêan nguyên sơ
nếu I là một R-môđun con nguyên sơ của R. Dễ thấy rằng I là một
iđêan nguyên sơ nếu và chỉ nếu I khác R và nếu ab ∈ I , thì hoặc
a ∈ I hoặc bn ∈ I với n nguyên dương nào đó. Theo Mệnh đề 1.1.3,
thì
√
I = p là một iđêan nguyên tố và người ta gọi I là một iđêan

p-nguyên sơ. Dễ dàng thấy rằng, mỗi iđêan nguyên tố đều là một
iđêan nguyên sơ.

Đặc biệt, trong một vành chính, thì
√
I là một iđêan nguyên tố

khi và chỉ khi I nguyên sơ, và thậm chí tương đương với I là lũy thừa
của một iđêan nguyên tố.

Ví dụ sau chỉ ra iđêan I có
√
I là một iđêan nguyên tố nhưng I

không là iđêan nguyên sơ.

Ví dụ 1.1.5. Cho R = K[X, Y ] với K là một trường và I =
(X2, XY ). Khi đó,

√
I = (X) là một iđêan nguyên tố của R, tuy

nhiên I không nguyên sơ, vì XY ∈ I nhưng X 6∈ I và Y 6∈
√
I.

Ví dụ sau chỉ ra một iđêan là lũy thừa của một iđêan nguyên tố
chưa chắc đã là một iđêan nguyên sơ.

Ví dụ 1.1.6. Với K là một trường, ta xét vành

R = K[X, Y, Z]/(XY − Z2)

và iđêan p = (X,Z) của R, trong đó X và Z tương ứng là ảnh
của X và Z trong R . Khi đó, R/p ∼= K[Y ] là một miền nguyên,
nên p là một iđêan nguyên tố. Tuy nhiên p2 không nguyên sơ, vì

X Y = Z
2 ∈ p2, nhưng X 6∈ p2 và Y

n 6∈ p với mọi n.
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Một iđêan nguyên sơ cũng không nhất thiết phải là lũy thừa của
một iđêan nguyên tố.

Ví dụ 1.1.7. Cho R = K[X, Y ] với K là một trường. Khi đó,
I = (X, Y 2) là một iđêan p = (X, Y )-nguyên sơ, nhưng I 6= pn

với mọi n.

Tuy vậy, ta có mệnh đề sau.

Mệnh đề 1.1.8. Nếu
√
I = m là một iđêan cực đại của vành R

thì I là một iđêan m-nguyên sơ.

Từ Mệnh đề 1.1.8, ta có hệ quả sau.

Hệ quả 1.1.9. Lũy thừa của một iđêan cực đại là một iđêan
nguyên sơ.

Mệnh đề 1.1.10. Nếu N1, N2, . . . , Nk là các môđun con p-nguyên

sơ của một R-môđun M thì N =
k⋂
i=1

Ni cũng là một môđun con

p-nguyên sơ của M.

Một loại môđun con liên hệ với môđun nguyên sơ, đó là môđun
con bất khả quy, được định nghĩa như sau.

Định nghĩa 1.1.11. Một môđun con thực sự N của M được gọi
là bất khả quy nếu N không thể biểu diễn dưới dạng N = N1 ∩N2

với N1 và N2 là các môđun con của M chứa thực sự N.

Bổ đề 1.1.12. Nếu N là một môđun con bất khả quy của một
R-môđun Noether M thì N là một môđun con nguyên sơ.

Định nghĩa 1.1.13. Cho N là một môđun con của R-môđun M.
Một phân tích nguyên sơ của N là một biểu diễn N dưới dạng

N =
r⋂
i=1

Ni (∗)

trong đó, Ni là một môđun con pi-nguyên sơ, i = 1, 2, . . . , r. Phân
tích nguyên sơ (∗) được gọi là phân tích nguyên sơ thu gọn, nếu các
pi từng đôi một phân biệt và N không thể biểu diễn qua giao của
một họ con thực sự của {N1, N2, . . . , Nr}.
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Chú ý 1.1.14. Nếu một môđun con N có một phân tích nguyên sơ,
thì do Mệnh đề 1.1.10, ta có thể quy tất cả các thành phần cùng là
p-nguyên sơ về chỉ một thành phần p-nguyên sơ. Cùng với việc loại
bỏ tất cả các thành phần, mà khi bỏ chúng không ảnh hưởng đến
giao, ta sẽ nhận được một phân tích nguyên sơ thu gọn của N.

Định lý 1.1.15. Nếu N là một môđun con thực sự của một
môđun Noether M thì N có phân tích nguyên sơ, và do đó có
một phân tích nguyên sơ thu gọn.

Nhận xét 1.1.16. Phân tích nguyên sơ của một môđun nói
chung là không duy nhất.

Ví dụ 1.1.17. Trong vành đa thức R = K[X, Y ] với K là một
trường. Ta có p1 = (X), p2 = (X, Y ), q = (X2, Y ) là các iđêan
nguyên sơ. Khi đó, iđêan I = (X2, XY ) có hai cách phân tích
nguyên sơ là:

I = p1 ∩ p2
2 = p1 ∩ q.

Định nghĩa 1.1.18. Cho M là R-môđun p là iđêan nguyên tố của
R. Ta nói rằng p là iđêan nguyên tố liên kết củaM nếu p là linh hóa tử
của một phần tử khác không x ∈M, tức là p = Ann(x), 0 6= x ∈M.
Tập các iđêan nguyên tố liên kết của M kí hiệu là AssR(M), hoặc
Ass(M) nếu R đã được chỉ rõ.

Mệnh đề 1.1.19. p ∈ Ass(M) nếu và chỉ nếu có đơn cấu R-mô
đun từ R/ p tớiM (hay tương đương R/ p đẳng cấu với một môđun
con của M). Do đó nếu N là môđun con của M thì Ass(N) ⊆
Ass(M).

Mệnh đề 1.1.20. Nếu M = 0 thì Ass(M) = ∅. Điều ngược lại
cũng đúng nếu R là vành Noether.

Mệnh đề 1.1.21. Với mọi iđêan nguyên tố p ta có Ass(R/ p) =
{p}.

Định lý 1.1.22.
⋃

p∈Ass(M) p ⊆ Z(M) dấu bằng xảy ra nếu R là

vành Noether.
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Mệnh đề 1.1.23. Nếu N là mođun con của M thì

Ass(N) ⊆ Ass(M) ⊆ Ass(N) ∪ Ass(M/N).

Từ Mệnh đề trên ta có nhận xét : Cho 0→M ′ →M →M ′′ → 0
là dãy khớp, khi đóM ′ xem như môđun con củaM vàM ′′ ∼= M/M ′,
từ đó ta có

Ass(M ′) ⊆ Ass(M) ⊆ Ass(M ′) ∪ Ass(M ′′).

Sau đây ta sẽ chỉ ra mối liên hệ giữa tập các iđêan nguyên tố liên kết
và sự phân tích nguyên sơ.

Định lý 1.1.24. Cho M 6= 0 là R-môđun hữu hạn sinh trên vành
Noether R. Khi đó mọi môđun con thực sự của M có một phân
tích nguyên sơ thu gọn. Đặc biệt môđun không có thể biểu diễn
dạng:

0 =
r⋂
t=1

Nt,

Nt là pt-nguyên sơ, t = 1, ..., r. Khi đó Ass(M) = {p1, ..., pr} và
do đó Ass(M) là một tập hữu hạn.

Định lý 1.1.25 (Định lý duy nhất thứ nhất). Cho M là môđun
hữu hạn sinh trên vành Noether R. Nếu N = ∩ri=1Ni là phân tích
thu gọn của môđun con N , và Ni là pi- nguyên sơ, i = 1, ..., r thì
pi xác định duy nhất bởi N (Khi M và R cố định).

Hệ quả 1.1.26. ChoM là môđun hữu hạn sinh trên vành Noether
R, N là môđun con của M . Khi đó nếu N là p-nguyên sơ thì theo
định lý trên ta có Ass(M/N) = {p}. Giả sử ngược lại Ass(M/N) =
{p}. Vì M là môđun hữu hạn sinh trên vành Noether nên N có
sự phân tích thu gọn N = ∩ri=1Ni, Ni là pi- nguyên sơ. Theo
định lý trên ta có Ass(M/N) = {p1, ..., pr}. Từ đó và từ giả thiết
Ass(M/N) = {p} ta có r = 1 và N = N1 là p-nguyên sơ

Định nghĩa 1.1.27. Cho N = ∩ri=1Ni là phân tích nguyên sơ thu
gọn với Ni là pi-nguyên sơ, i = 1, ..., r, do đó {p1, ..., pr} xác định
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duy nhất và là Ass(M/N). Ta gọi Ni là thành phần cô lập (hoặc thu
gọn) nếu pi là thu gọn (tức pi không chứa thực sự pj, j 6= i). Các Ni

còn lại được gọi là thành phần nhúng.

Ví dụ 1.1.28. Xét vành Z các số nguyên ta có SpecZ = {0} ∪
{pZ|p là số nguyên tố}. Còn tập các iđêan nguyên sơ là {0} ∪
{pnZ, p là số nguyên tố, n ∈ N∗}. Xét iđêan mZ,m > 1. Giả sử
m = pα1

1 ...p
αr
r , pi là số nguyên tố, αi ≥ 1, với mọi i = 1, ..., r và

pi 6= pj, i 6= j. Khi đó ta có phân tích nguyên sơ thu gọn của mZ
mZ = pα1

1 Z ∩ .... ∩ pαr
r Z,

trong đó pαi
i Z là piZ- nguyên sơ với mọi i = 1, .., r. Vậy

AssZ(Z/mZ) = AssZ(Zm) = {p1Z, ..., prZ}.

Chú ý ta cũng có:
piZ = AnnZ(pα1

1 ...p
αi−1
i−1 .p

αi+1

i+1 ....p
αr
r +mZ) và pα1

1 ...p
αi−1
i−1 .p

αi+1

i+1 ....p
αr
r +

mZ 6= 0 trong Z/mZ.

Bổ đề 1.1.29. Cho M là môđun hữu hạn sinh trên vành Noether
R,N là môđun con p-nguyên sơ của M và p′ ∈ Spec(R). Nếu
p * p′ thì Mp′ = Np′.

Định lý 1.1.30 (Định lý duy nhất thứ 2). Cho M là môđun hữu
hạn sinh trên vành Noether R. Giả sử N = ∩ri=1Ni là phân tích
nguyên sơ thu gọn của môđun con N và Ni là pi-nguyên sơ, i =
1, ..., r. Nếu pi là thu gọn thì Ni xác định duy nhất bởi N, không
phụ thuộc vào sự phân tích nguyên sơ của N (M và R cố định)

Phần tiếp theo, ta luôn giả thiết R là vành Noether và M là R-
môđun.

Định nghĩa 1.1.31. Cho N là môđun con của M . Một phân tích
bất khả quy của N được gọi là phân tích thu gọn nếu không bỏ
được bất cứ thành phần bất khả quy nào trong phân tích đó.

Định lý 1.1.32. Cho N là môđun con của M . Khi đó số thành
phần bất khả quy của một phân tích bất khả quy thu gọn của
môđun con N là không đổi, tức là chỉ phụ thuộc vào N .
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Định nghĩa 1.1.33. Cho N là môđun con của M . Số môđun con
bất khả quy xuất hiện trong một phân tích thu gọn của môđun con
N được gọi là chỉ số thu gọn của môđun con N và được kí hiệu
là nR(N ;M) hay ngắn gọn là n(N).

1.2 Lọc chiều và mô đun Cohen-Macaulay dãy

Cho R là một vành giao hoán Noether và M(6= (0)) là một R-
môđun hữu hạn sinh với chiều Krull hữu hạn, giả sử d = dimRM .
Ta đặt

AsshRM = {p ∈ SuppRM | dimR/ p = d} .
Khi đó

AsshRM ⊆ minRM ⊆ AssRM

Đặt S =
{

dimR L|L là một R-môđun con của M,L 6= (0)
}
. Khi đó

ta có
S(M) = {dimRR/ p | p ∈ AssRM} <∞.

Đặt ` = ]S. Giả sử S = {d1, . . . , d`} với d1 < d2 < . . . < d` và đặt
d0 = 0. Với mỗi di ∈ S tồn tại p ∈ AssRM sao cho dimR/ p = di
và ta có R/ p ∼= N , N là R-môđun con của M nên M có các môđun
con chiều di, 1 ≤ i ≤ `. Với mỗi 1 ≤ i ≤ `, đặt∑

= {N ′| N ′ là một môđun con của M và dimN ′ ≤ di}.

Ta có 0 ∈
∑

nên
∑
6= ∅. Vì R là vành Noether nên

∑
có phần tử

tối đại gọi là Di. Giả sử N ∈
∑

cũng là phần tử tối đại. Vì

dim(N +Di) ≤ dim(N ⊕Di) ≤ max{dimN, dimDi} ≤ di,

nên N+Di ∈
∑

. Vì Di tối đại nên N+Di = Di, kéo theo N ⊆ Di.
Do đó Di là phần tử lớn nhất theo quan hệ bao hàm. Vậy với mỗi
1 ≤ i ≤ `, R-môđun M chứa một R-môđun con lớn nhất Di với
dimRDi = di.
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Định nghĩa 1.2.1. Cho R là vành Noether và M là R-môđun.
Giả sử Di là R-môđun con lớn nhất có chiều dimRDi = di với mỗi
1 ≤ i ≤ `. Đặt D0 = (0), ta có lọc D = {Di}0≤i≤`

D0 = (0) ( D1 ( D2 ( . . . ( D` = M

của các R-môđun con của M . Ta gọi đó là lọc chiều của M .

Khái niệm lọc chiều được đưa ra đầu tiên bởi R.P.Stanley cho vành
phân bậc [18]. Tiếp theo P.Schenzel [17], N.T.Cường và L.T.Nhàn [10]
tìm hiều khái niệm lọc chiều cho vành địa phương. Sau đó S.Goto,
Y.Horiuchi và H.Sakurai [11] định nghĩa cho vành giao hoán bất kì.

Dựa vào kết quả vừa nêu ta có lọc chiều luôn tồn tại và xác định
duy nhất. Sau đây ta đưa ra mô tả chi tiết hơn về lọc chiều.

Mệnh đề 1.2.2. Giả sử R là vành Noether và M là R-môđun hữu
hạn sinh, 0 =

⋂
p∈AssR(M)N(p) là phân tích nguyên sơ thu gọn của

môđun con 0 của M thì

Di =
⋂

dim(R/ p)>di+1

N(p) = H0
ai

(M),

trong đó di = dimDi, ai =
∏

p∈AssRM,dimR/ p6di
P . Trong trường

hợp {p ∈ AssRM, dimR/ p 6 di} = ∅ ta đặt ai = R.
Hơn nữa, giả sử N là môđun con của M và dimN < dimM ,

khi đó tồn tại một Di trong lọc chiều D của M sao cho N ⊆ Di và
dimN = dimDi.

Chú ý 1.2.3. Nếu thêm giả thiết R là vành địa phương với iđêan tối
đại m thì ra có H0

m(M) là môđun con lớn nhất của M có chiều bằng
0 với điều kiện H0

m(M) 6= 0. Thật vậy, có Γm(M) =
⋃
n>0(0 :M mn),

do tính Noether của M nên tồn tại số tự nhiên n sao cho Γm(M) =
(0 :M mn). Suy ra mn ⊆ AnnR(Γm(M)), suy ra

√
AnnR(Γm(M)) =

m. Suy ra dim(Γm(M)) = 0. Giả sử N ′ là một môđun con của M
có chiều bằng 0, ta có

√
AnnR(N ′) = m. Do đó tồn tại số nguyên

dương k sao cho mk ⊆ AnnRN
′, suy ra N ′ ⊆ (0 :M mk) ⊆ Γm(M).

Như vậy H0
m(M) là môđun con lớn nhất của M có chiều bằng 0.
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Sau đây ta đưa thêm một số thông tin về lọc chiều. Trước hết ta
có bổ đề sau.

Bổ đề 1.2.4. Cho R là vành Noether và cho M là R-môđun hữu
hạn sinh chiều d. Giả sử N là phần tử lớn nhất theo quan hệ bao
hàm của M thỏa mãn dimN < d. Đặt G := M/N khi đó

(i) dimG = d;
(ii) G không chứa một môđun con khác không nào có chiều nhỏ

hơn n;
(iii) AssG = {p ∈ AssM | dimR/ p = d};
(iv) Nếu (R,m) là vành địa phương thì Hd

m(G) ∼= Hd
m(M).

Mệnh đề 1.2.5. Cho R là vành Noether và M là R-môđun. Giả
sử 0 = D0 ⊂ D1 ⊂ · · · ⊂ D` = M (*) là lọc chiều của M với
dimDi = di và đặt Ci = Di/Di−1. Khi đó

(i) AssRDi = {p ∈ AssRM | dimR/ p 6 di}.
(ii) AssRM/Di = {p ∈ AssRM | dimR/ p > di}.
(iii) AssRCi = {p ∈ AssRM | dimR/ p = di}.
(iv) dimCi=di và Ci không có môđun con khác 0 có chiều nhỏ

hơn di.
(v) Đặc biệt nếu (R,m) là vành địa phương thìHdi

m (Di) ∼= Hdi
m (Ci)

và với mỗi j ∈ Z, Hj
m(M) 6= 0 khi và chỉ khi j ∈ S(M). Ta có

Hdi
m (Di) ∼= Hdi

m (Ci) ∼= Hdi
m (M).

Định lý 1.2.6. Cho M = {Mi}0≤i≤t (t > 0) là một họ các R-

môđun con của M sao cho
(i) M0 = (0) (M1 (M2 ( . . . (Mt = M và
(ii) dimRMi−1 < dimRMi với mọi 1 ≤ i ≤ t.
Giả sử rằng AssRMi/Mi−1 = AsshRMi/Mi−1 với mọi 1 ≤ i ≤ t.

Khi đó t = ` và Mi = Di với mỗi 1 ≤ i ≤ `.

Định nghĩa 1.2.7. ChoR là vành Noether vàM 6= (0) làR-môđun
hữu hạn sinh với d = dimRM <∞ và

D : D0 := (0) ( D1 ( D2 ( . . . ( D` = M

là lọc chiều của M . Với mỗi 1 ≤ i ≤ ` ta đặt Ci = Di/Di−1. Ta
nói rằng M là R-môđun Cohen-Macaulay dãy nếu Ci là Cohen-
Macaulay với mỗi 1 ≤ i ≤ `. Lọc D được gọi là lọc Cohen-Macaulay.
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Vành R được gọi là vành Cohen-Macaulay dãy nếu dimR <∞ và
R là môđun Cohen-Macaulay dãy trên chính nó.

Nhận xét 1.2.8. Dựa vào Định lý 1.2.6 ta có lọc M0 = 0 (M1 (
. . . (Mt = M là Cohen-Macaulay khi và chỉ khiMi/Mi−1 là Cohen-
Macaulay với i = 1, . . . , t và

dimM1/M0 < dimM2/M1 < . . . < dimMt/Mt−1.

Một số tác giả đã dùng tính chất này để định nghĩa cho môđun
Cohen-Macaulay dãy [18].

Ví dụ 1.2.9. (i) M là môđun Cohen-Macaulay thì M là môđun
Cohen-Macaulay dãy.

(ii) Cho (R,m) là vành địa phương với d = dimR. Cho Ni, i =
0, ..., d là một họ các R−môđun thoả mãn Ni là môđun Cohen-
Macaulay chiều i. Khi đóM =

⊕d
i=0Ni làR−môđun Cohen-Macaulay

dãy.
(iii) Mọi môđun chiều 1 là môđun Cohen-Macaulay dãy.
(iv) Ta xét vành địa phương R = k[[X, Y, Z]]/[(X) ∩ (Y, Z)]

trong k[[X, Y, Z]] là vành chuỗi lũy thừa hình thức trên trường k.
Cho x, y, z tương ứng là ảnh của X, Y, Z trong R. Ta có R là một
vành Cohen-Macaulay dãy chiều 2 với lọc chiều của R cho bởi

D : D0 = (0) ( D1 = (x) ( D2 = R
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Chương 2

Iđêan hóa và ứng dụng

2.1 Iđêan hóa và một số tính chất

Trong toàn bộ chương này ta xét R là vành giao hoán và M là
R-môđun. Khái niệm iđêan hóa được giới thiệu bởi M. Nagata (xem
[16]) như sau:

Định nghĩa 2.1.1. Với r1, r2 ∈ R và m1,m2 ∈ M ta định nghĩa
phép cộng và phép nhân

(r1,m1) + (r2,m2) = (r1 + r2,m1 +m2)

(r1,m1)(r2,m2) = (r1r2, r1m2 + r2m1).

Khi đó, R ×M với hai phép toán cộng và nhân ở trên là một vành
được gọi là iđêan hóa của M trên R (hay còn gọi là mở rộng tầm
thường của R bởi M) và được kí hiệu là RnM.

Trong chương này ta sẽ trình bày một số tính chất cơ bản của
iđêan hóa.

Mệnh đề 2.1.2. (i) Quy tắc R −→ R×M, r 7→ (r, 0) là đơn cấu
vành.

(ii) Quy tắc R×M −→ R, (r,m) 7→ r là toàn cấu vành.
(iii) Nếu N là một môđun con của M thì 0 ×N là iđêan của

R×M.
(iv) 0×N là iđêan lũy linh chỉ số 2.
(v) (R×M)/(0×M) ∼= R.

Chứng minh. (i), (ii), (iii) là hiển nhiên.
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(iv) Với mọi α ∈ (0×M)2 ta có α =
∑n

i=1 (0,mi)(0,m
′
i) = (0, 0).

(v) theo (iii) f : R×M −→ R, (r,m) 7→ r là toàn cấu và ta có

Ker f = {(r,m) | f(r,m) = 0}
= {(r,m) | r = 0}
= {(0,m) | m ∈M}
= 0×M.

Định lý 2.1.3. Cho I là iđêan của R, N là môđun con của M .
Khi đó

(i) I ×N là iđêan của RnM nếu và chỉ nếu IM ⊆ N.
(ii) I ×N là iđêan thì M/N là R/I-môđun và

(RnM)/(I ×N) ∼= (R/I) n (M/N).

Đặc biệt, (RnM)/(0×N) ∼= Rn(M/N) và (RnM)/(0×M) ∼= R.
Do đó tất cả các iđêan của RnM chứa 0×M đều có dạng J×M,
với J là iđêan nào đó của R.

Chứng minh. (i) Với mọi α ∈ IM , ta có α = {
∑n

i=1 aimi|ai ∈
I,mi ∈M}. Vì (ai, 0) ∈ I ×N, (0,mi) ∈ RnM và I ×N là iđêan
của RnM suy ra (ai, 0)(0,mi) ∈ I×N tức là (0, aimi) ∈ IN. Vậy
aimi ∈ N . Kéo theo α ∈ N. Vậy IM ⊆ N

Tồn tại (0, 0) ∈ I × N hay I × N 6= ∅. Với mọi (a, n) ∈ I ×
N, (r,m) ∈ R n M ta có (a, n)(r,m) = (ar, am + rn). Vì a ∈
I, r ∈ R suy ra ar ∈ I, a ∈ I, m ∈ M suy ra am ∈ IM ⊆ N
nên am ∈ N . Mặt khác ta có r ∈ R và n ∈ N suy ra rn ∈ N . Vậy
(a, n)(r,m) ∈ I ×N hay I ×N là iđêan của RnM .

(ii) Chú ý nếu I là iđêan của A, mà I ⊆ Ann(M), thì M có cấu trúc
là A/I- môđun hơn nữa mỗi tập con N của M là một R- môđun
con của M khi và chỉ khi N là một R/I-môđun con của M . Ta lại
có I.M/N = 0. Vậy M/N là R/I-môđun. Xét ánh xạ

f : RnM −→ (R/I) n (M/N).

(r,m) 7−→ (r + I,m+N)
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Ta dễ dàng chứng minh được f là toàn cấu vành và

Ker f = {(r,m) | (r + I,m+N) = (0, 0)}
= {(r,m) | r ∈ I,m ∈ N} = I ×N.

Theo định lý đồng cấu vành ta có điều cần chứng minh.

Định lý sau là hệ quả của Định lý 2.1.3, mô tả các iđêan cực đại,
iđêan nguyên tố, iđêan căn của RnM.

Định lý 2.1.4. (i) Iđêan tối đại của RnM có dạng m×M với
m là iđêan cực đại của R. Vì thế, RnM là địa phương nếu và chỉ
nếu R là địa phương. Đặc biệt, RnM và R có cùng một trường
thặng dư và căn Jacobson của RnM là J(RnM) = J(R)×M.

(ii) Iđêan nguyên tố của R n M có dạng p×M với p là iđêan
nguyên tố của R. Do đó, nếu p là iđêan nguyên tố của R thì
ht(p×M) = ht(p) và dim(RnM) = dim(R).

(iii) Iđêan căn của R n M có dạng I × M với I là iđêan căn
của R. Nếu J là iđêan của R nM thì

√
J =

√
I ×M với I =

{r ∈ R | ∃b ∈M, (r, b) ∈ J} là iđêan của R. Đặc biệt, nếu I là
iđêan của R và N là môđun con của M thỏa mãn IM ⊆ N thì,√
I ×N =

√
I×M , do đó căn lũy linh Nil(RnM) = Nil(R)×M.

Chứng minh. Cho A là iđêan căn của RnM. Vì (0×M)2 = 0 ⊆ A
nên 0 ×M ⊆ A (do A là iđêan căn). Theo Định lý 2.1.3, tồn tại
iđêan J ⊆ R sao cho A = J ×M và ta cũng có

(RnM)/(J ×M) ∼= R/J. (2.1)

(i) Từ đẳng cấu (2.1), ta có J là iđêan căn (tương ứng là iđêan cực
đại) của R nếu và chỉ nếu J ×M cũng là iđêan căn (tương ứng là
iđêan cực đại) của RnM. Vì thế, vành RnM là tựa địa phương nếu
và chỉ nếu R là tựa địa phương. Trường thặng dư của (R,m) là R/m,
trường thặng dư của (RnM,m×M) là (RnM)/(m×M) ∼= R/m
theo 2.1 hay R n M và R có cùng trường thặng dư. Ta có căn
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Jacobson

J(RnM) = ∩{m×M | m×M là iđêan cực đại của RnM}
= ∩{m | m là iđêan cực đại của R} ×M
= J(R)×M.

(ii) Từ đẳng cấu (2.1) ở (i) ta có p là iđêan nguyên tố của R nếu và
chỉ nếu p×M là iđêan nguyên tố của RnM hay các iđêan nguyên
tố của R nM có dạng p×M với p là iđêan nguyên tố của R. Khi
đó

ht(p×M) = sup{n | tồn tại dãy p0×M ( . . . ( pn×M = p×M}
= sup{n | tồn tại dãy p0 ( p1 ( . . . ( pn = p} ×M
= ht(p)

với pi ∈ Spec(R). Vì vậy

dim(RnM) = sup{ht(p×M) | p×M ∈ Spec(RnM)}
= sup{ht(p) | p ∈ Spec(R)} = dim(R).

(iii) Từ đẳng cấu (2.1) ở (i) ta có mọi iđêan căn của RnM có dạng
I ×M với I là iđêan căn của R.
Cho J là iđêan của RnM. Vì

√
J là iđêan căn của RnM nên theo

chứng minh trên ta có
√
J = K ×M với K là iđêan căn của R. Đặt

I = {r ∈ R | ∃b ∈M, (r, b) ∈ J} . Ta sẽ chứng minhK×M =
√
I×

M. Thật vậy, dễ thấy I là iđêan của R (vì lấy r ∈ R, r′ ∈ I thì tồn
tại b ∈ M sao cho (r′, b) ∈ J , suy ra (r, 0)(r′, b) = (rr′, b) ∈ J, từ
đó ta có rr′ ∈ I). Cho x ∈

√
I , khi đó tồn tại n ∈ N sao cho xn ∈ I ,

suy ra tồn tại b ∈M, để (xn, b) ∈ J. Vì thế (xn, b) ∈
√
J = K×M.

Từ đó ta có xn ∈ K. Vì K là iđêan căn của R nên x ∈ K. Do
đó
√
I × M ⊆ K × M =

√
J. Ngược lại, cho x ∈ K. Khi đó

(x, 0) ∈
√
J, suy ra tồn tại n ∈ N sao cho (xn, 0) ∈ J. Do đó xn ∈ I

theo định nghĩa tập I, suy ra x ∈
√
I. Vì thế K ×M ⊆

√
I ×M.

Vậy
√
J = K×M =

√
I ×M. Đặc biệt, nếu I là iđêan của R và N

là môđun con của M thỏa mãn IM ⊆ N thì
√
I ×N =

√
I ×M.
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Ta có

Nil(RnM) = ∩{p×M | p×M ∈ Spec(RnM)}
= ∩{p | p ∈ Spec(R)} ×M = Nil(R)×M.

Nhắc lại rằng, R là vành phân bậc nếu R = R0⊕R1⊕R2⊕ . . . ,
là tổng trực tiếp của các nhóm Aben và RiRj ⊆ Ri+j, khi đó mỗi
R0 là một vành và Ri là R0-môđun. Một R-môđun M là phân bậc
nếu M = M0 ⊕M1 ⊕M2 ⊕ . . . và RiMj ⊆ Mi+j, do đó mỗi Mj

là một R0-môđun. Các phần tử của Mi được gọi là thuần nhất bậc
i. Một môđun con N của M được gọi là thuần nhất nếu thỏa mãn
một trong những điều kiện tương đương sau đây

(1) N sinh bởi các phần tử thuần nhất.
(2) Nếu n0 + n1 + . . . + ni ∈ N, với nj là thuần nhất bậc j thì

nj ∈ N.
(3) N = ⊕∞n=0(N ∩Mn).

Từ định nghĩa phân bậc trên và từ định nghĩa phép nhân trong
R nM, ta có R nM là vành phân bậc với (R nM)0 = R ⊕ 0,
(RnM)1 = 0⊕M, (RnM)n = 0 với mọi n ≥ 2.

Tiếp theo ta sẽ chứng minh một số kết quả có liên quan đến
iđêan thuần nhất trong R nM. Nhắc lại rằng một vành R là vành
présimplifiable nếu với x, y ∈ R và xy = x thì x = 0 hoặc y là phần
tử khả nghịch. Dễ thấy rằng miền nguyên là vành présimplifiable.
Nhắc lại rằng, một R-môđun M được gọi là môđun chia được, nếu
với mọi phần tử không là ước của không a ∈ R ta luôn có: aM =
{ax|∀x ∈M} = M.

Định lý 2.1.5. (i) Iđêan thuần nhất của RnM có dạng I ×N
với I là iđêan của R, N là môđun con của M và IM ⊆ N. Vì thế,
nếu J là iđêan thuần nhất của RnM thì J có dạng J = I ×N,
với

I = {r ∈ R | ∃b ∈M, (r, b) ∈ J} và
N = {m ∈M | ∃s ∈ R, (s,m) ∈ J}.
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(ii) Cho I × N và I ′ × N ′ là hai iđêan thuần nhất của R nM.
Khi đó

(I ×N) ∩ (I ′ ×N ′) = (I ∩ I ′)× (N ∩N ′) và

(I ×N)(I ′ ×N ′) = (II ′)× (IN ′ + I ′N).

Đặc biệt (I ×N)n = In × In−1N.

(iii) Với mỗi iđêan chính 〈(a, b)〉 của R nM, các điều kiện sau
là tương đương.

(1) 〈(a, b)〉 là thuần nhất,
(2) 〈(a, b)〉 = Ra× (Rb+ aM),
(3) (a, 0) ∈ 〈(a, b)〉,
(4) Tồn tại x ∈ R sao cho xa = a và xb ∈ aM.

Đặc biệt, nếu R là vành présimplifiable thì 〈(a, b)〉 là thuần
nhất nếu và chỉ nếu a = 0 hoặc b ∈ aM.

(iv) Ta có các khẳng định sau
(1) Mọi iđêan của RnM là thuần nhất nếu và chỉ nếu mọi

iđêan chính của RnM là thuần nhất.
(2) Nếu R là présimplifiable thì mọi iđêan của R n M là

thuần nhất nếu và chỉ nếu M = aM, với mỗi phần tử khác không
a ∈ R.

(3) Nếu R là miền nguyên thì mọi iđêan của RnM là thuần
nhất nếu và chỉ nếu M là chia được.

(4) Nếu R là présimplifiable nhưng không là miền nguyên
thì mọi iđêan của RnM là thuần nhất nếu và chỉ nếu M = 0.

(v) Giả sử M là R-môđun hữu hạn sinh. Khi đó, mọi iđêan của
RnM là thuần nhất nếu và chỉ nếu với mọi phần tử khác không
a ∈ R, tồn tại xa ∈ R sao cho xaa = a và xaM = aM.

Chứng minh. (i) Cho J là iđêan thuần nhất của RnM. Khi đó ta
có J = J ∩ (R⊕ 0)⊕ (J ∩ (0⊕M)) = (J ∩R)⊕ (J ∩M), trong đó
J ∩R ⊆ R và J ∩M là môđun con của M, có nghĩa là J = I ×N,
trong đó I là iđêan của R và N là môđun con của M. Theo Định lý
2.1.3, IM ⊆ N. Ngược lại, theo cấu trúc phân bậc của vành RnM
ở trên, dễ kiểm tra I × N, trong đó I là iđêan của R, N là môđun
con của M và IM ⊆ N là iđêan thuần nhất.
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Cho J là iđêan thuần nhất. Theo chứng minh trên, J = (J ∩R)⊕
(J ∩M). Đặt

I = {r ∈ R | ∃m ∈M, (r, b) ∈ J} và N = {m ∈M | ∃s ∈ R, (s,m) ∈ J}.

Rõ rằng rằng J ∩R = I và J ∩M = N . Vì thế, ta có J = I ×N.
(ii) Trước tiên ta chứng minh (I × N) ∩ (I ′ × N ′) = (I ∩ I ′) ×

(N ∩N ′). Thật vậy, lấy x = (a, b) ∈ (I ×N) ∩ (I ′ ×N ′). Khi đó,
vì x ∈ I ×N và x ∈ I ′ ×N ′ nên ta có a ∈ I ∩ I ′, b ∈ N ∩N ′. Vậy
x ∈ (I∩I ′)×(N∩N ′) hay (I×N)∩(I ′×N ′) ⊆ (I∩I ′)×(N∩N ′).

Ngược lại, lấy y = (c, d) ∈ (I ∩ I ′)× (N ∩N ′). Khi đó c ∈ I ∩ I ′
và d ∈ N ∩N ′. Vì vậy y = (c, d) ∈ (I ×N) ∩ (I ′ ×N ′) hay

(I ∩ I ′)× (N ∩N ′) ⊆ (I ×N) ∩ (I ′ ×N ′).

Tiếp theo ta chứng minh (I ×N)(I ′ ×N ′) = (II ′)× (IN ′ + I ′N).
Lấy (a, b) ∈ I ×N, (a′, b′) ∈ I ′ ×N ′. Khi đó

(a, b)(a′, b′) = (aa′, ab′ + a′b) ∈ (II ′)× (IN ′ + I ′N).

Vì vậy (I × N)(I ′ × N ′) ⊆ II ′ × (IN ′ + I ′N). Ngược lại ta cũng
dễ dàng chứng minh được II ′ × (IN ′ + I ′N) ⊆ (I × N)(I ′ × N ′).
(iii) (1) ⇒ (2). Trước tiên ta chứng minh, nếu 〈(a, b)〉 thuần nhất

thì 〈(a, b)〉 = Ra× (Rb+ aM). Thật vậy, lấy phần tử x ∈ 〈(a, b)〉.
Khi đó, tồn tại (m,n) ∈ RnM sao cho

x = (m,n)(a, b) = (ma,mb+ na) ∈ Ra× (Rb+ aM).

Vậy 〈(a, b)〉 ⊆ Ra × (Rb + aM). Ngược lại lấy y ∈ Ra × (Rb +
aM). Khi đó tồn tại r ∈ R,m ∈ M sao cho y = (ra, rb + am) =
(r,m)(a, b) theo định nghĩa phép nhân. Vì vậy y ∈ 〈(a, b)〉 hay
Ra× (Rb+ aM) ⊆ 〈(a, b)〉.

(2)⇒ (1). Giả sử 〈(a, b)〉 = Ra× (Rb+aM), ta cần chứng minh
〈(a, b)〉 thuần nhất. Thật vậy, đặt I = Ra,N = Rb + aM. Hiển
nhiên: I ⊆ R là iđêan chính của R sinh bởi a, N ⊆ M là môđun
con của M. Theo (i) ta cần chứng minh IM ⊆ N. Điều này dễ thấy
vì IM = (Ra)M ⊆ aM ⊆ N. Vậy 〈(a, b)〉 thuần nhất.
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(1)⇔ (3). Nếu 〈(a, b)〉 là thuần nhất thì hiển nhiên ta có (a, 0) ∈
〈(a, b)〉. Ngược lại, nếu (a, 0) ∈ 〈(a, b)〉 thì (0, b) ∈ 〈(a, b)〉. Vì

(a, 0) ∈ R⊕ 0 = (RnM)0 và (0, b) ∈ 0⊕M = (RnM)1

tương ứng là các phần tử thuần nhất bậc 0 và bậc 1 trong vành
R nM nên 〈(a, b)〉 = 〈(a, 0), (0, b)〉 là iđêan sinh bởi các phần tử
thuần nhất, vì thế theo định nghĩa nó là iđêan thuần nhất.

(3)⇔ (4). Ta có (a, 0) ∈ 〈(a, b)〉 nếu và chỉ nếu tồn tại (x, n) ∈
RnM sao cho (x, n)(a, b) = (a, 0), nếu và chỉ nếu (xa, xb+ na) =
(a, 0), nếu và chỉ nếu xa = a và xb = −an ∈ aM.

Giả sử rằng R là présimplifiable (nghĩa là nếu x, y ∈ R sao cho
xy = x thì hoặc x = 0 hoặc y khả nghịch). Ta cần chứng minh
〈(a, b)〉 thuần nhất nếu và chỉ nếu a = 0 hoặc b ∈ aM. Trường hợp
a = 0 suy ra 〈(0, b)〉 thuần nhất, do đó ta chỉ cần lấy x = 0 và áp
dụng điều kiện tương đương (1)⇔ (4). Trường hợp a 6= 0 và giả sử
xa = a, xb = −an. Vì R là présimplifiable nên từ xa = a suy ra
x khả nghịch. Do đó b = −ax−1n ∈ aM. Trong trường hợp này ta
chỉ cần lấy x = 1 và áp dụng điều kiện tương đương (1)⇔ (4). (iv)

(1)(⇒). Hiển nhiên.
(⇐). Lấy 〈(a, b)〉 là iđêan chính bất kỳ của R nM. Theo điều

kiện (iii), (1)⇔ (2) và điều kiện (i) ta có điều phải chứng minh.
(2) Theo ý (1) ở trên, ta chỉ cần chứng minh mọi iđêan chính của

R n M là thuần nhất. Thật vậy, vì R là vành présimplifiable và
0 6= a ∈ R nên theo (iii)(1)⇔ (4), ta có ngay kết quả M = aM.

(3) Giả sử R là miền nguyên. Khi đó R là présimplifiable và từ
điều kiện aM = M với 0 6= a ∈ R ta có M là chia được.

(4) Giả sử R là présimplifiable nhưng không là miền nguyên. Khi
đó R có ước của không thực sự, nghĩa là rs = 0, với r, s 6= 0. Suy ra

0 = 0M = rsM = r(sM) = rM = M.

(v) Giả sử với mỗi 0 6= a ∈ R, tồn tại xa ∈ R sao cho xaa = a
và xaM = aM. Theo kết quả của (iii), (4) ⇔ (1) suy ra mọi iđêan
chính của R nM đều thuần nhất. Điều này tương đương với mọi
iđêan của RnM đều thuần nhất theo (iv)(1).
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Giả sửM là hữu hạn sinh, nghĩa làM = Rm1+Rm2+. . .+Rmn

với mi ∈ M. Lấy 0 6= a ∈ R, với mỗi 1 6 i 6 n, theo (iii)
tồn tại xi sao cho xia = a và ximi ∈ aM. Đặt xa = x1x2 . . . xn.
Khi đó ta có xaa = a và xami ∈ aM với mọi i. Từ đó suy ra
xaM ⊆ aM = xaaM, vì vậy xaM = aM.

Hệ quả 2.1.6. Cho R là một miền nguyên, M là R-môđun. Khi
đó các điều kiện sau đây là tương đương:

(i) Mọi iđêan của RnM có thể so sánh được với 0×M.
(ii) Mọi iđêan của RnM có dạng I ×M (hoặc 0×N) với I

là iđêan của R (hoặc N là môđun con của M).
(iii) Mọi iđêan của RnM là thuần nhất.
(iv) M là chia được.

Chứng minh. (i)⇒ (ii). Vì R là miền nguyên nên mọi iđêan I của
R đều chứa iđêan 0. Do đó các iđêan so sánh được với 0 × M là
I ×M và 0×N (vì I ×M ⊇ 0×M và 0×N ⊆ 0×M).

(ii) ⇒ (iii). Hiển nhiên mọi iđêan có dạng I ×M và 0 × N đều
thuần nhất.

(iii) ⇒ (iv). Theo kết quả (iv) của Định lý 2.1.5 ta có điều phải
chứng minh.

(iv)⇒ (i). Giả sửM là chia được. Lấy J là iđêan bất kỳ của RnM,
ta cần chứng minh J so sánh được với 0×M. Vì R là miền nguyên
và M là chia được nên theo Định lý 2.1.5, J có dạng I × N, trong
đó I là iđêan của R, N là môđun con của M sao cho IM ⊆ N. Mặt
khác, vì M là chia được nên ta có M = IM ⊆ N. Nếu I = 0 thì ta
luôn có J = 0 × N ⊆ 0 ×M. Vì thế ta giả sử I 6= 0, ta sẽ chứng
minh J = I×N ⊇ 0×M. Thật vậy, lấy (a, b) ∈ J sao cho a 6= 0 và
m ∈ M. Khi đó tồn tại m′ ∈ M sao cho m = am′ (do M = IM).
Điều này suy ra (0,m) = (a, b)(0,m′) ∈ J. Mà (0,m) ∈ 0×M. Do
đó J ⊇ 0×M.

Tiếp theo ta xét tập các ước của không của R×M

Định lý 2.1.7. Tập các ước của không Z(RnM) của vành RnM
được xác định là Z(R nM) = {(r,m) | r ∈ Z(R) ∪ Z(M),m ∈
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M}. Khi đó, tập S ×M với S = R \ (Z(R) ∪ Z(M)) là tập hợp
gồm các phần tử chính quy (không là ước của không) của RnM.

Chứng minh. Trước tiên ta sẽ chứng minh Z(R nM) = (Z(R) ∪
Z(M))×M. Thật vậy, lấy tùy ý (r,m) ∈ (Z(R)∪Z(M))×M với
r ∈ Z(R) ∪ Z(M). Nếu r ∈ Z(R) thì tồn tại phần tử 0 6= s ∈ R
sao cho rs = 0 suy ra (r, 0)(s, 0) = (0, 0). Vậy (r, 0) ∈ Z(R nM).
Nếu r ∈ Z(M) thì tồn tại phần tử 0 6= n ∈ M sao cho rn = 0
suy ra (r, 0)(0, n) = (0, 0). Do đó (r, 0) ∈ Z(R nM). Mặt khác,
vì Z(RnM) là hợp của các iđêan nguyên tố mà Nil(RnM) được
chứa trong mỗi iđêan nguyên tố đó nên với mỗi m ∈ M, ta có
(0,m) ∈ Nil(RnM). Do đó (r,m) = (r, 0) + (0,m) ∈ Z(RnM)
hay (Z(M)∪Z(M))×M ⊆ Z(RnM). Ngược lại, lấy tùy ý phần
tử (r,m) ∈ Z(RnM). Khi đó, tồn tại (0, 0) 6= (s, n) ∈ RnM sao
cho

(0, 0) = (r,m)(s, n) = (rs, rn+ sm).

Nếu s 6= 0 thì do rs = 0 nên r ∈ Z(R). Nếu s = 0 thì vì n 6= 0 và
rn = 0 nên r ∈ Z(M). Từ đó suy ra r ∈ Z(R) ∪ Z(M) hay

Z(RnM) ⊆ (Z(R) ∪ Z(M))×M.

Khi đó, tập S ×M với S = R \ (Z(R) ∪ Z(M)) là tập hợp gồm
các phần tử chính quy (không là ước của không) của RnM.

Định lý sau đây sẽ cho ta cách xác định tập các phần tử khả nghịch
của RnM.

Định lý 2.1.8. Tập các phần tử khả nghịch của RnM, ký hiệu
là U(RnM), được xác định là U(RnM) = U(R)×M.

Chứng minh. Ta sẽ chứng minh U(RnM) = U(R)×M. Thật vậy,
lấy phần tử bất kỳ (r,m) ∈ U(RnM). Khi đó, tồn tại (s, n) ∈ Rn
M sao cho (r,m)(s, n) = (1, 0). Mặt khác (r,m)(s, n) = (rs, rn +
sm). Từ đó suy ra rs = 1, do đó r ∈ U(R) hay (r,m) ∈ U(R)×M.
Vậy U(R nM) ⊆ U(R)×M. Ngược lại, lấy r ∈ R là phần tử khả
nghịch, khi đó tồn tại s ∈ R sao cho rs = 1. Suy ra (r, 0)(s, 0) =
(1, 0) hay (r, 0) là phần tử khả nghịch. Với mỗi m ∈M, ta có (0,m)
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là lũy linh (vì (0,m)2 = (0,m)(0,m) = (0, 0)). Do đó (r,m) =
(r, 0) + (0,m) là khả nghịch, hay (r,m) ∈ U(RnM). Vậy U(R)×
M ⊆ U(RnM).

2.2 Ứng dụng của iđêan hóa

Iđêan hóa là công cụ hữu hiệu mở rộng một số kết quả từ vành
lên môđun. Ta trình bày hai ví dụ về việc mở rộng Bổ đề Artin-Rees
và định lý giao Krull từ vành lên môđun trong mục này.

Chú ý kết quả sau cho ta thông tin về tính Noether của vành iđêan
hóa.

Định lý 2.2.1. Ta có R nM là Noether (tương ứng là Artin)
nếu và chỉ nếu R là Noether (tương ứng là Artin) và M là hữu
hạn sinh.

Chứng minh. Giả sử R nM là Noether. Khi đó vì R là ảnh đồng
cấu của RnM nên R là Noether. Ta cần chứng minhM là hữu hạn
sinh. Thật vậy, vì RnM là Noether nên iđêan 0×M của RnM là
hữu hạn sinh. Ta có (0,m1), . . . , (0,mn) sinh ra 0×M như là một
iđêan nếu và chỉ nếu m1, . . . ,mn sinh ra M như là một R-môđun.
Do đó M là R-môđun hữu hạn sinh. Nếu RnM là Artin. Khi đó vì
R là ảnh đồng cấu của RnM nên R cũng là Artin. Do vành Artin
là Noether nên ta có M là hữu hạn sinh.

Ngược lại, giả sử rằng R là Noether và M là hữu hạn sinh. Cho
p×M là một iđêan nguyên tố bất kỳ của R nM. Vì R là Noether
nên p là hữu hạn sinh. Khi đó, do M là R-môđun hữu hạn sinh nên
p×M là iđêan hữu hạn sinh của R nM. Vì mọi iđêan nguyên tố
của R nM đều là hữu hạn sinh nên R nM là Noether. Giả sử R
là Artin. Khi đó R là Noether và dimR = 0. Vì M là hữu hạn sinh
nên theo chứng minh trên ta có R nM là Noether và theo Định lý
2.1.4 ta có dimRnM = dimR = 0. Do đó RnM là Artin.

Bổ đề 2.2.2. Cho R là vành Noether, I, J, J ′ là các iđêan của R.
Khi đó tồn tại một số tự nhiên r thỏa mãn:

InJ ∩ J ′ = In−r(IrJ ∩ J ′)
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và mọi số tự nhiên n > r.

Chứng minh. Ta luôn có InJ ∩ J ′ ⊇ In−r(IrJ ∩ J ′).
Ngược lại, vì R là vành Noether nên tồn tại a1, ..., as ∈ R sao cho

I = 〈a1, .., as〉 .Đặt Sn là tập các đa thức f(x1, ..., xs) ∈ R[x1, ..., xs]
thỏa mãn f(x1, ..., xs) thuần nhất bậc n và f(a1, ..., as) ∈ InJ ∩ J ′.
Đặt S = ∪Sn và a = 〈S〉 iđêan của R [x1, .., xs] sinh bởi S. Theo
Định lý Cơ sở Hilbert R[X1, .., Xs] là vành Noether nên a là iđêan
hữu hạn sinh. Giả sử a = 〈g1, .., gt〉 , gi ∈ S. Gọi di = deg(gi) và đặt
r = Max{di}. Giả sử n ≥ r. Với mọi α ∈ InJ ∩ J ′ ta có α ∈ In.
Do đó α = f(a1, .., an), với f(x1, ..., xn) là đa thức thuần nhất bậc
thuộc R[X1, ..., Xs]. Ta có:

f(x1, ..., xn) =
n∑
i=1

(fi(x1, .., xs)gi(x1, .., xs)), h(x1, .., xs) ∈ Sn.

Bằng cách so sánh bậc, ta có thể giả sử hi thuần nhất bậc n − di.
Như vậy:

α = f(a1, ...as) =
∑

fi(a1, .., as)gi(a1, .., as)

∈
∑

In−di(IdiJ ∩ J ′)
⊆ In−r(IrJ ∩ J ′).

.

Định lý 2.2.3 (Bổ đề Artin-Rees). Cho M là môđun hữu hạn trên
vành Noether R và cho N,N ′ là các R-môđun con của M . Giả
sử I là iđêan của R. Khi đó tồn tại một số tự nhiên r thỏa mãn:

InN ∩N ′ = In−r(IrN ∩N ′)

với mọi số tự nhiên n > r.

Chứng minh. Xét vành iđêan hóa R n M. Ta có R n M là vành
Noether, I ×M, 0×N, 0×N ′ là các iđêancủa RnM. Theo Bổ đề
2.2.2 ta có :

(I ×M)n(0×N) ∩ (0×N ′) = (I ×M)n−r((I ×M)r(0×N) ∩ (0×N ′)).
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Vì (I ×M)k = Ik × Ik−1M nên đẳng thức trên tương đương với

((In × In−1M)(0×N)) ∩ (0×N ′)
= (In−r × In−r−1M)((I ×M)r(0×N) ∩ (0×N ′)).

⇔(0× InN) ∩ (0×N ′) = (In−r × In−r−1M)((0× InN) ∩ (0×N ′))
⇔(0× InN ∩N ′) = (In−r × In−r−1M)(0× InN ∩N ′)
⇔(0× InN ∩N ′) = (0× In−r(InN ∩N ′)).

So sánh ta thấy InN ∩N ′ = In−r(InN ∩N ′).

Nhận xét 2.2.4. Từ bổ đề Artin-Rees ta có thể chứng minh được
định lý Krull tuy nhiên ở đây đề tài đưa ra chứng minh định lý
giao Krull cho môđun bằng cách trực tiếp và ứng dụng công cụ
iđêan hóa

Định lý 2.2.5. Cho I là iđêan trong vành Noether R. Khi đó tồn
tại a thuộc I sao cho (1 + a)(

⋂
In) = 0.

Chứng minh. Đặt J =
⋂
In. Trước hết ta chứng minh IJ = J.

Ta có IJ ⊆ J. Vì R là vành Noether nên I = (a1, .., as). Với mọi
α ∈ J , ta có α ∈ In, với mọi n. Vì α ∈ In nên α = fn(a1, ..., as),
với fn(x1, .., xs) ∈ R[X1, .., Xs] là đa thức thuần nhất bặc n . Đặt
U = 〈fi(x1, .., xs)|∀i〉 là iđêan của R sinh bởi các fi, với mọi i. Vì
R[X1, .., Xs] là vành Noether nên tồn tại f1, ..., fN sao cho U =
〈f1, .., fN〉. Ta có α = fN+1(a1, .., as). Ta lại có

fN+1 = f1g1 + ...+ fNgN ,

trong đó gi là đa thức thuần nhất bậc N − i+ 1 > 0.
Do đó α = fN+1(a1, ..., as) =

∑
fi(a1, .., as)gi(a1, .., as) ∈ αI ⊆

IJ.
Vậy IJ = J. Theo Bổ đề Nakayama ta có điều phải chứng minh.

Định lý 2.2.6 (Định lý giao Krull). Cho I là iđêan trong vành
Noether R và M là R- môđun hữu hạn sinh. Khi đó tồn tại a ∈ I
sao cho

(1 + a)
⋂
n≥0

InM = 0.
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Chứng minh. Xét vành R nM và iđêan I ×M . Ta có I ×M là
iđêan của RnM theo Bổ đề 2.1.3. Theo Bổ đề 2.2.1 RnM là vành
Noether. Từ đó theo Bổ đề 2.2.5 và Bổ đề 2.1.5 tồn tại (a,m) ∈ I×M
sao cho:

0 = ((1, 0) + (a,m)) (
⋂
n≥0

(I ×M)n+1)

= ((1, 0) + (a,m)) (
⋂
n≥0

(In+1, InM))

= ((1, 0) + (a,m)) (
⋂
n≥0

In+1,
⋂
n≥0

InM).

Với mọi b ∈ ∩n≥0I
nM. Ta có (0, b)(

⋂
n≥0

In+1,
⋂
n≥0

InM). Do đó

(1 + a,m)(0, b) = (0, 0).

Kéo theo (1 + a)b = 0. Vậy (1 + a)(
⋂
n≥0 I

nM) = 0.

Hệ quả 2.2.7. Cho I là iđêan trong vành Noether R, I nằm
trong căn Jacobson của R. Cho M là R- môđun hữu hạn sinh.
Khi đó ⋂

n≥0

IM = 0.

Chứng minh. Theo Định lý 2.2.6 tồn tại a ∈ I sao cho

(1 + a)
⋂
n≥0

InM = 0.

Vì I nằm trong căn Jacobson nên 1 + a khả nghich. Từ đó suy ra⋂
n≥0 I

nM = 0.
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Chương 3

Phân tích nguyên sơ, phân tích bất khả quy và
môđun Cohen-Macaulay dãy

3.1 Phân tích nguyên sơ và lọc chiều

Nagata [16, page 24] đã chỉ ra rằng nếu N môđun con p-nguyên
sơ của M thì AnnR(M/N) × M là p×M -nguyên sơ. Ta đã tổng
quát kết quả này và đưa ra phân loại iđêan nguyên sơ thuần nhất
của vành RnM như sau

Định lý 3.1.1. Cho I là iđêan của R và N là môđun con của M.
Khi đó I × N là iđêan nguyên sơ nếu và chỉ nếu thỏa mãn một
trong hai điều kiện sau

(i) N = M và I là iđêan nguyên sơ của R.

(ii) N (M, IM ⊆ N và I, N là các p-nguyên sơ với p =
√
I.

Trong cả hai trường hợp, I ×N là
√
I ×M-nguyên sơ.

Chứng minh. (i) Giả sử rằng N = M. Từ đẳng cấu (2.1) của Định
lý 2.1.4, I ×M là nguyên sơ nếu và chỉ nếu I là nguyên sơ. Do đó
ta có I × N là nguyên sơ của R nM nếu và chỉ nếu N = M và I
là iđêan nguyên sơ của R.

(ii) Giả sử rằng N (M và I×N là iđêan của RnM. Khi đó, ta có
IM ⊆ N. Bằng cách chuyển qua vành thương (RnM)/(I ×N), ta
có thể giả thiết rằng I = 0 và N = 0. Do đó ta chỉ cần chứng minh
0×0 là iđêan nguyên sơ củaRnM nếu và chỉ nếu 0 là iđêan p-nguyên
sơ của R và 0 cũng là môđun con p-nguyên sơ của M với p =

√
0.

Ta có 0× 0 là nguyên sơ nếu và chỉ nếu Z(RnM) = Nil(RnM),
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theo Định lý 2.1.7, điều này tương đương với (Z(R)∪Z(M))⊕M =√
0 ×M hay Z(R) ∪ Z(M) =

√
0. Vì

√
0 là giao của tất cả các

iđêan nguyên tố của R, hơn nữa Z(R) và Z(M) đều là hợp của các
iđêan nguyên tố của R nên ta có Z(R) ∪ Z(M) =

√
0 nếu và chỉ

nếu Z(R) = Z(M) =
√

0 = p . Do đó 0 là iđêan p-nguyên sơ của R
và 0 cũng là môđun con p-nguyên sơ của M.

Theo Định lý 2.1.4,(iii), trong cả hai trường hợp ta đều có
√
I ×N =

√
I ×M

hay I ×N là
√
I ×M -nguyên sơ.

Mục này trình bày kết quả mới. Trong suốt mục này ta giả sử R
là một vành Noether và M là R-môđun hữu hạn sinh. Giả sử I là
iđêan của R và N là môđun con M . Nhắc lại một phân tích nguyên
sơ N = N1 ∩ · · · ∩Nt của N là thu gọn nếu

(i) các iđêan nguyên tố
√

AnnR(M/N1), ...,
√

AnnR(M/Nt) phân

biệt và
(ii) với mọi j = 1, ..., t, N 6=

⋂
i 6=j Ni.

Trong trường hợp iđêan, phân tích nguyên sơ I = Q1 ∩ · · · ∩ Qs

của I là thu gọn nếu
√
Q1, ...,

√
Qs phân biệt và I 6=

⋂
i 6=j Qi với

mọi j ∈ {1, ..., n}.
Ta có phân tích nguyên sơ thu gọn nếu tồn tại phân tích nguyên

sơ. Hơn nưa, nếu R là Noether và M là R-môđun hữu hạn sinh thì
tồn tại phân tích nguyên sơ thu gọn của I và của N .

Cho I là iđêan của R và N là môđun con củaM thỏa mãn IM ⊆
N . Bổ đề sau là kết quả mới cho ta phân tích nguyên sơ thu gọn của
I và N . Đây là công cụ hữu hiệu để mô tả phân tích nguyên sơ của
I ×N.
Bổ đề 3.1.2. Cho I là iđêan của R và N là môđun con của M
thỏa mãn IM ⊆ N . Giả sử Ass(R/I) = {p1, ..., ps}, Ass(M/N) =
{q1, ..., qt}, Ass(R/I) ∩ Ass(M/N) 6= ∅, và pi = qi, i = 1, ..., r,
1 ≤ r ≤ min{s, t}. Khi đó tồn tại phân tích nguyên sơ thu gọn
của I và N

I =
s⋂
i=1

Qi;N =
t⋂
i=1

Ni
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thỏa mãn QiM ⊆ Ni, với mọi i = 1, ..., r.

Chứng minh. Giả sử

I =
s⋂
i=1

Q′i;N =
t⋂
i=1

N ′i

là phân tích thu gọn của I và N . Vì p1 =
√

Ann(M/N ′1), N +

pn1 M ⊆ N ′1 khi n đủ lớn. Đặt N1 = (N + pn1 M)p1 ∩M với n đủ

lớn. Ta có N ⊆ N1 ⊆ N ′1 và N1 là môđun con p1-nguyên sơ M . Vì
N =

⋂t
i=1N

′
i ⊇ N1

⋂
(
⋂t
i=2N

′
i) ⊇ N nên

N = N1

⋂(
t⋂
i=2

N ′i

)
là phân tích nguyên sơ thu gọn của N. Đặt Q1 = (I + pn1)Rp1 ∩ R.

Tương tự như trên ta phân tích nguyên sơ thu gọn của I

I = Q1

⋂(
t⋂
i=2

Q′i

)
.

Dễ kiểm tra được Q1M ⊆ N1. Tiếp tục sau r bước và đặt Ni =
N ′i , i = r + 1, ..., t, Qi = Q′i, i = r + 1, ..., s ta có điều phải chứng
minh.

Định lý 3.1.3. Cho I là một iđêan của R và N là môđun con của
M thỏa mãn IM ⊆ N . Đặt Λ1 = {i| pi ∈ Ass(R/I) ∩ Ass(M/N)},
Λ2 = {i| pi ∈ Ass(R/I) \ Ass(M/N)}, và

Λ3 = {i| qi ∈ Ass(M/N) \ Ass(R/I)} .
Giả sử

I =
s⋂
i=1

Qi, N =
t⋂
i=1

Ni

là phân tích nguyên sơ của I và N thỏa mãn QiM ⊆ Ni với mọi
i ∈ Λ1. Khi đó

I ×N =
⋂
i∈Λ1

(Qi ×Ni)
⋂
i∈Λ2

(Qi ×M)
⋂
i∈Λ3

(Ann(M/Ni)×Ni)
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là phân tích nguyên sơ của I ×N.
Chứng minh. Theo Bổ đề 2.2.1 ta cóQi×Ni là pi×M -nguyên sơ nếu
i ∈ Λ1, Qj×M là pj ×M -nguyên sơ nếu j ∈ Λ2, và AnnR(M/Nk)×
Nk là pk×M -nguyên sơ nếu k ∈ Λ3.Vì Λ1,Λ2,Λ3 phân biệt từng đôi
nên các tập {pinM | i ∈ Λ1} ,

{
pj nM | j ∈ Λ2

}
, {pknM | k ∈ Λ3}

cũng phân biệt từng đôi. Ta có I ⊆ Qi với mọi i ∈ Λ1 ∪ Λ2. Theo
giả thiết QiM ⊆ Ni với mọi i ∈ Λ3. Khi đó I ⊆ AnnR(M/Ni) với
mọi i ∈ Λ3. Mặt khác N ⊆ Ni với mọi i ∈ Λ1∪Λ3 và N ⊆M. Điều
này kéo theo

I ×N ⊆
⋂
i∈Λ1

(Qi ×Ni)
⋂
i∈Λ2

(Qi ×M)
⋂
i∈Λ3

(Ann(M/Ni)×Ni).

Ngược lại giả sử (a, x) ∈
⋂
i∈Λ1

(Qi×Ni)
⋂
i∈Λ2

(Qi×M)
⋂
i∈Λ3

(Ann(M/Ni)×
Ni). Khi đó

a ∈
⋂

i∈Λ1∪Λ2

Qi

⋂
i∈Λ3

AnnR(M/Ni) ⊆
s⋂
i=1

Qi = I.

Mặt khác

x ∈
⋂

i∈Λ1∪Λ3

Ni

⋂
M =

t⋂
i=1

Ni = N.

Điều này chứng tỏ (a, x) ∈ I×N. Dễ thấy phân tích trên của I×N
là thu gọn.

Kết quả sau mô tả các iđêan nguyên tố liên kết của R nM. Ta
ký hiệu Assh(L) = {p ∈ Ass(L) | dimR/ p = dimL} với mọi R-
môđun L.

Hệ quả 3.1.4. Cho I là iđêan của R và N là môđun con của M
thỏa mãn IM ⊆ N . Khi đó Ass(RnM) = {p×M | p ∈ Ass(R) ∪ Ass(M)} ,
và Assh(RnM) = {p×M | p ∈ Assh(R)} .

Chứng minh. Đặt Λ1 = {i| pi ∈ Ass(R) ∩ Ass(M)},
Λ2 = {i| pi ∈ Ass(R) \ Ass(M)} ,
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Λ3 = {i| qi ∈ Ass(M) \ Ass(R)} .
Theo Bổ đề 3.1.2, ta có thể giả sử

0R =
s⋂
i=1

Qi; 0M =
t⋂
i=1

Ni

là phân tích nguyên sơ thu gọn của I và N thỏa mãn QiM ⊆ Ni với
mọi i ∈ Λ1. Khi đó theo Định lý 3.1.3, ta có

0RnM =
⋂
i∈Λ1

(Qi ×Ni)
⋂
i∈Λ2

(Qi ×M)
⋂
i∈Λ3

(Ann(M/Ni)×Ni)

là phân tích thu gọn của 0RnM . Từ đó ta có điều phải chứng minh.

Giả sử L là R-môđun. Ta ký hiệu U0(L) là môđun con lớn nhất
của L có chiều nhỏ hơn dimL. Ta có

U0(L) = ∩pi∈Assh(L)I(pi),

trong đó 0 = ∩I(pi) là phân tích nguyên sơ tối tiểu của môđun con
0 trong L. Ta có thể tính U0(RnM) theo U0(R) và U0(M) như sau.

Hệ quả 3.1.5. Nếu dimM = dimR thì U0(R nM) = U0(R) ×
U0(M). Nếu dimM < dimR thì U0(RnM) = U0(R)×M.

Chứng minh. Với các ký hiệu như trong chứng minh Hệ quả 3.1.4,
đặt Λ′1 = {i ∈ Λ1| pi ∈ Assh(R) ∩ Assh(M)}, Λ′2 = {i ∈ Λ2| pi ∈ Assh(R)} ,
Λ′3 = {i ∈ Λ3| pi ∈ Assh(M)}. Khi đó

U0(RnM) =
⋂
i∈Λ′1

(Qi ×Ni)
⋂
i∈Λ′2

(Qi ×M)
⋂
i∈Λ′3

(Ann(M/Ni)×Ni).

Dễ thấy đó là U0(R)× U0(M).
Nếu dimM < dimR thì Assh(R)∩Assh(M) = ∅. Từ đó suy ra

Assh(R nM) = {pi×M |i ∈ Λ2} và Assh(R) = {pi |i ∈ Λ2}. Khi
đó

U0(RnM) = (
⋂
i∈Λ2

Qi)×M = U0(R)×M.

Ta có điều phải chứng minh.
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Kết quả trên là cơ sở để nghiên cứu lọc chiều của môđun. Lọc
chiều là công cụ hữu hiệu trong việc nghiên cứu một số lớp môđun là
mở rộng của môđun Cohen-Macaulay: môđun Cohen-Macaulay dãy,
môđun Cohen-Macaulay suy rộng dãy (xem[10], [15]). Kế quả sau
đưa ra mô tả lọc chiều của iđêan hóa của M.

Mệnh đề 3.1.6. Giả sử {Ri}i=0,...,d và {Mi}i=0,...,s là lọc chiều

của R và M tương ứng. Đặt S = R n M,Si = Ri × Mi với
i = 0, ..., s và Si = Ri ×M với i = s+ 1, ..., d. Khi đó {Si}i=0,...,d

là lọc chiều của RnM.

Chứng minh. Với các ký hiệu như trong chứng minh Hệ quả 3.1.4,
đặt Λk

i = {i ∈ Λi | dimRnM/ pi×M > k} , i = 1, 2, 3. Theo [4,
Theorem 3.1] và [4, Theorem 3.2], (RnM)/(Qi×Ni) ∼= (R/Qi)×
(M/Ni) và dim(R nM)/(Qi × Ni) = dimR/Qi = dimM/Ni với
mọi i ∈ Λ1; (RnM)/(Qi×M) ∼= (R/Qi)×M và dimRnM/Qi×
M = dimR/Qi, với mọi i ∈ Λ2; (RnM)/(AnnR(M/Ni)×Ni) ∼=
(R/AnnR(M/Ni))×M/Ni và dim(RnM)/(AnnR(M/Ni)×Ni) =
dimR/AnnR(M/Ni) = dimM/Ni với mọi i ∈ Λ3. Vì vậy ta có

Sk =
⋂
i∈Λk

2

(Qi ×M) = (
⋂

dimR/ pi>k

Qi)×M = Rk ×M

nếu k = s+ 1, ..., d và

Sk =
⋂
i∈Λk

1

(Qi ×Ni)
⋂
i∈Λk

2

(Qi ×M)
⋂
i∈Λk

3

(AnnR(M/Ni)×Ni)

= (
⋂

dimR/ pi>k

Qi)× (
⋂

dimR/ pi>k

Ni) = Ri ×Mi

nếu k = 0, ..., s.

3.2 Phân tích bất khả quy

Định lý trong mục này cho ta phân tích bất khả quy của iđêan
thuần nhất trong vành iđêan hóa.
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Bổ đề 3.2.1. Cho R là vành giao hoán, M là R-môđun. Cho I là
một iđêan của R và N là môđun con của M thỏa mãn IM ⊆ N .
Khi đó I ×N bất khả quy nếu và chỉ nếu

(i) N = M và I là iđêan bất khả quy của R hoặc
(ii) N (M, I = AnnR(M/N), và N là bất khả quy.

Chứng minh. (i) Mọi iđêan của RnM chứa I ×M có dạng J ×M
với I ⊆ J nên ta có điều phải chứng minh.

(ii) Đã được chứng minh trong [2, Proposition 4.4].

Định lý 3.2.2. Cho I là iđêan của R và N là môđun con của M
thỏa mãn IM ( N . Giả sử

I =
s⋂
i=1

Qi;N =
t⋂
i=1

Ni

là phân tích bất khả quy của I và N. Khi đó

I ×N =

[
s⋂
i=1

(Qi ×M)

]
t⋂
i=1

(Ann(M/Ni)×Ni)

là phân tích bất khả quy của I ×N.

Chứng minh. Theo Bổ đề 3.2.1 ta cóQi×M , i = 1, ..., s và Ann(M/Ni)×
Ni, i = 1, ..., t là bất khả quy. Đẳng thức là hiển nhiên nên ta có
điều phải chứng minh.

Cho L là môđun con của M . Ta đã biết rằng L có phân tích bất
khả quy và số các thành phần xuất hiện trong phân tích bất khả quy
thu gọn của L không phụ thuộc vào phân tích bất khả quy. Số này
được gọi là chỉ số bất khả quy của L và được ký hiệun(L) [12]. Từ
Định lý 3.2.2 ta có.

Hệ quả 3.2.3. n(0RnM) = n(0R) + n(0M).
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3.3 Tập iđêan nguyên tố liên kết và lọc chiều

Tập iđêan nguyên tố liên kết của môđun là khái niệm nền tảng
của Đại số giao hoán. Tập iđêan nguyên tố liên kết của R-môđun M
được ký hiệu AssR(M) và định nghĩa là

AssRM = {p ∈ SpecR | ∃0 6= x ∈ R, p = AnnR(x)}.

Tập iđêan nguyên tố liên kết của vành iđêan hóa được mô tả như
sau. Lưu ý kết quả này đã được tiếp cận cách khác thông qua phân
tích nguyên sơ trong [3] và được trình bày trong mục 3.2.

Định lý 3.3.1. Cho I là iđêan của R và N là môđun con của M
thỏa mãn IM ⊆ N. Khi đó

AssRnM(I nN) = {p×M | p ∈ AssR I ∪ AssRN} .

Đặc biệt,

AssRnM(RnM) = {p×M | p ∈ AssRR ∪ AssRM} .

Chứng minh. Theo Bổ đề 2.1.4, các iđêan nguyên tố của R n M
có dạng p×M . Giả sử p×M ∈ AssRnM(I × N). Khi đó pnM =
AnnRnM(a, n), với a ∈ I, n ∈ N. Lấy r ∈ p ta có (r, 0) ∈ p×M . Do
đó (0, 0) = (r, 0)(a, n) = (ra, rn). Điều này kéo theo r ∈ AnnR(a)∩
AnnR(n). Vậy p ⊆ AnnR(a) ∩ AnnR(n). Lấy r ∈ AnnR(a) ∩
AnnR(n). Khi đó 0 = ra = rn. Ta có (r, 0)(a, n) = (0, 0). Do
đó (r, 0) ∈ p×M. Điều này kéo theo r ∈ p . Suy ra p = AnnR(a) ∩
AnnR(n). Vì vậy p = AnnR(a) hoặc p = AnnR(n). Suy ra p ∈
AssR(R) ∪ AssR(M). Vậy

AssRnM(I nN) ⊆ {p×M | p ∈ AssR I ∪ AssRN} .

Lấy p×M , p ∈ AssR(I) ∪ AssR(N). Giả sử p ∈ AssR(N). Khi
đó p = AnnR(n), với 0 6= n ∈ N. Suy ra (0, 0) 6= (0, n). Lấy
(r,m) ∈ p×M. Ta có (r,m)(0, n) = (0, rn) = (0, 0). Suy ra
(r,m) ∈ AnnRnM(0, n). Ngược lại lấy (r,m) ∈ AnnR(0, n). Kéo
theo rn = 0. Suy ra r ∈ AnnR(n). Vì vậy (r, n) ∈ p×M và
p×M = AnnR(0, n). Do đó p×M ∈ AssRnM(I nN).
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Giả sử p ∈ AssR(I) \ AssR(N). Khi đó tồn tại a ∈ I thỏa mãn
aM = 0 và p = AnnR(a). Dễ kiểm tra được p×M = AnnR(a, 0).
Do đó p×M ∈ AssRnM(I nN).

Tập iđêan nguyên tố liên kết cho ta nhiều thông tin của môđun.
Theo Herzog and Popescu [14] ta có thể mô tả lọc chiều của môđun.
Với mỗi 0 ≤ i ≤ s, đặt AssiR(M) = {p ∈ AssR(M)| dimR/ p = i} .
Herzog and Popescu đã đưa ra đặc trưng sau của lọc chiều.

Bổ đề 3.3.2. [14, Proposition 1.1] Cho F : 0 ⊆ M0 ⊆ M1 ⊆
· · · ⊆Ms−1 ⊆Ms = M là một lọc các môđun con của M . Khi đó
các điều kiện sau tương đương:

(i) F là lọc chiều của M ;
(ii) AssR(Mi/Mi−1) = AssiR(M) với mọi i.

Từ đó ta có mô tả lọc chiều của vành iđêan hóa RnM .

Mệnh đề 3.3.3. Giả sử FR : 0 ⊆ R0 ⊆ R1 ⊆ · · · ⊆ Rd−1 ⊆ Rd =
R và FM : 0 ⊆ M0 ⊆ M1 ⊆ · · · ⊆ Ms−1 ⊆ Ms = M là các lọc
chiều của R và M tương ứng. Đặt S = R nM,Si = Ri ×Mi

với i = 0, ..., s và Si = Ri × M với i = s + 1, ..., d. Khi đó
FS : 0 ⊆ S0 ⊆ S1 ⊆ · · · ⊆ Sd−1 ⊆ Sd = S là lọc chiều của RnM.
Hơn nữa, Si là iđêan thuần nhất của RnM với mọi i.

Chứng minh. Cho i thỏa mãn 0 ≤ i ≤ s. Theo Bổ đề 3.3.2, AssR(Ri/Ri−1) =
AssiR(R) và AssR(Mi/Mi−1) = AssiR(M). Mặt khác

Si/Si−1
∼= (Ri/Ri−1)× (Mi/Mi−1)

theo Định lý 3.1.4

AssRnM(Si/Si−1) = AssRnM(Ri/Ri−1 ×Mi/Mi−1)

= {p×M | p ∈ AssR(Ri/Ri−1) ∪ AssR(Mi/Mi−1)}
=
{
p×M | p ∈ AssiR(R) ∪ AssiR(M)

}
= AssiRnM(RnM).

Tương tự ta có AssRnM(Si/Si−1) = AssiRnM(RnM) với s ≤ i ≤ d.

Theo Bổ đề 3.3.2 FS : 0 ⊆ S0 ⊆ S1 ⊆ · · · ⊆ Sd−1 ⊆ Sd = S là lọc
chiều của RnM.
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Hiển nhiên RiM ⊆ Mi với i = s, ..., d. Lấy 0 ≤ i < s. Đặt
ai = AnnRRi. Ta có dimR(Ri) = dimR(R/ai) ≤ i. Mặt khác
ai ⊆ AnnR(RiM). Vì vậy dimR(RiM) ≤ i. Theo tính tối đại của
Mi, ta có RiM ⊆Mi.

Từ kết quả mô tả lọc chiều trên ta dễ dàng chứng minh kết quả
sau, cho ta nghiên cứu về tính Cohen-Macaulay dãy của vành iđêan
hóa.

Định lý 3.3.4. Cho R là vành địa phương Noether, M 6= (0) là
R-môđun hữu hạn sinh. Đặt S = RnM là iđêan hóa của M trên
R. Khi đó các điều kiện sau là tương đương.

(1) S = RnM là vành địa phương Cohen-Macaulay dãy.

(2) S = RnM là R-môđun Cohen-Macaulay dãy.

(3) R vành địa phương Cohen-Macaulay dãy và M là R-môđun
Cohen-Macaulay dãy.

3.4 Mở rộng môđun hữu hạn và tính Cohen-Macaulay
dãy

Định nghĩa 3.4.1. Cho R ⊆ S là các vành. Vành S được gọi là
mở rộng môđun hữu hạn (module finite extension) của R nếu S
là R-môđun hữu hạn sinh.

Ví dụ 3.4.2. (i) Z[
√

2] là mở rộng môđun hữu hạn của Z.
(ii) Cho R là vành giao hoán, M là R-môđun hữu hạn sinh.

Khi đó vành iđêan hóa RnM là mở rộng môđun hữu hạn của R.
(iii) Let A be a Noetherian local ring, G a finite subgroup of

AutA. Suppose that the order of G is invertible in A. Then A is
a module-finite extension of R = AG.

Từ đây một câu hỏi tự nhiên đặt ra là tìm hiểu tính Cohen-
Macaulay dãy của khi qua mở rộng môđun hữu hạn của các vành.
Lưu ý mục trước ta đã nghiên cứu trong trường hợp đặc biệt mở rộng
vành bởi iđêan hóa.
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Trong mục này ta luôn giả sử R là một vành địa phương với iđêan
tối đại m, M 6= (0) là R-môđun hữu hạn sinh chiều d. Khi đó tồn
tại R-môđun con lớp nhất Mn của M thỏa mãn dimRMn ≤ n, với
mọi n ∈ Z (chú ý ta quy ước dimR(0) = −∞).

Bổ đề 3.4.3. Giả sử (R,m) là vành địa phương Noether, M và N
là các R-môđun hữu hạn sinh. Khi đó [M ⊕N ]n = Mn⊕Nn với mỗi
n ∈ Z.
Chứng minh. Ta có [M ⊕N ]n ⊇Mn ⊕Nn vì

dimR(Mn ⊕Nn) = max{dimRMn, dimRNn} ≤ n.

Cho p : L = M ⊕N →M, (x, y) 7→ x là phép chiếu lên thành phần
thứ nhất. Khi đó p(Ln) ⊆ Mn, vì dimR p(Ln) ≤ dimR Ln ≤ n.
Tương tự ta có q(Ln) ⊆ Nn, trong đó q : M ⊕N → N, (x, y) 7→ y
kí hiệu là phép chiếu lên thành phần thứ hai. Do đó [M ⊕ N ]n ⊆
Mn ⊕Nn.

Mệnh đề 3.4.4. Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương, M và
N (M,N 6= (0)) là R-môđun hữu hạn sinh. Khi đó M ⊕ N là R-
môđun Cohen-Macaulay dãy khi và chỉ khi M và N là các R-môđun
Cohen-Macaulay dãy.

Chứng minh. Ta đặt L = M ⊕ N và ` = ]S(L). Khi đó S(L) =
S(M)∪S(N) hay AssR L = AssRM ∪AssRN . Do đó nếu ` = 1 thì
S(L) = S(M) = S(N) và dimR L = dimRM = dimRN . Do vậy
khi ` = 1 thì L là R-môđun Cohen-Macaulay dãy khi và chỉ khi L
là R-môđun Cohen-Macaulay dãy, và điều kiện thứ hai tương đương
với R-môđun M và N là Cohen-Macaulay, nghĩa là M và N là các
R-môđun Cohen-Macaulay dãy. Giả sử ` > 1 và khẳng định của ta
đúng với `− 1. Cho

D0 = (0) ( D1 ( D2 ( · · · ( D` = L

là lọc chiều của L = M⊕N , trong đó S(L) = {d1 < d2 < · · · < d`}.
Khi đó {Di/D1}1≤i≤` là lọc chiều của L/D1 và do vậy L là R-môđun
Cohen-Macaulay dãy khi và chỉ khi D1 là R-môđun Cohen-Macaulay
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dãy và L/D1 là R-môđun Cohen-Macaulay dãy. Bởi vì

D1 =


Md1 ⊕ (0) (d1 ∈ S(M) \ S(N)),

Md1 ⊕Nd1 (d1 ∈ S(M) ∩ S(N)),

(0)⊕Nd1 (d1 ∈ S(N) \ S(M))

theo Bổ đề 3.4.3, giả thiết với ` dễ dàng chứng tỏ cho khẳng định
thứ hai nói rằng R-Môđun M và N là Cohen-Macaulay dãy.

Từ đây ta giả sử S là vành địa phương và S là mở rộng môđun
hữu hạn của R. Ta có kết quả chính của mục này như sau.

Định lý 3.4.5. Cho M 6= (0) là R-môđun hữu hạn sinh. Khi đó
các phát biểu sau là đúng.

(1) Mn là S-môđun con lớn nhất của M thỏa mãn dimAMn ≤ n
với mọi n ∈ Z.

(2) Lọc chiều của M như S-môđun trùng với lọc chiều của M
như R-môđun.

(3) M là S-môđun Cohen-Macaulay dãy nếu và chỉ nếu M là R-
môđun Cohen-Macaulay dãy.

Chứng minh. Giả sử n ∈ Z và X ký hiệu S-môđun con lớn nhất
của M thỏa mãn dimAX ≤ n. Khi đó X ⊆ Mn, vì dimRX =
dimAX ≤ n. Đặt Y = SMn. Khi đó dimS Y ≤ n. Thật vậy, gọi
p ∈ AssR Y . Vì [Mn]p ⊆ Yp = Sp·[Mn]p ⊆ Mp, ta có [Mn]p 6= (0).
Vì vậy p ∈ SuppRMn. Kéo theo dimR/ p ≤ dimRMn ≤ n. Vì vậy
dimS Y = dimR Y ≤ n. Suy ra Mn ⊆ Y ⊆ X . Điều này chứng tỏ
X = Mn. Từ đó ta có khảng định (1) và (2). Vì dimS L = dimR L và
depthS L = depthR L với mọi S-môđun L ta có khảng định (3).

Từ đó ta có một số hệ quả.

Hệ quả 3.4.6. S là vành địa phương Cohen-Macaulay dãy nếu
và chỉ nếu S là R-môđun Cohen-Macaulay dãy.
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Hệ quả 3.4.7. Cho M là S-môđun hữu hạn sinh. Giả sử R là
một hạng tử trực tiếp của M như R-môđun. Nếu M là S-môđun
Cohen-Macaulay dãy thì R là vành địa phương Cohen-Macaulay
dãy.

Chứng minh. Giả sử M = R⊕N trong đó N là R-môđun con của
M . Vì M là S-môđun Cohen-Macaulay dãy, theo Định lý 3.4.5 M
là R-môđun Cohen-Macaulay dãy. Vì vậy theo Mệnh đề 3.4.4, R là
vành địa phương Cohen-Macaulay dãy.

Hệ quả 3.4.8. Giả sử R là hạng tử trực tiếp của S như R-
môđun. Nếu S là vành địa phương Cohen-Macaulay dãy thì R
cũng là vành địa phương Cohen-Macaulay dãy.

Ta xét vành bất biến R = AG.

Hệ quả 3.4.9. Giả sử S là vành địa phương Noether, G là nhóm
con của AutA. Giả sử cấp của G khả nghịch trong S. Nếu S là
vành địa phương Cohen-Macaulay dãy, thì vành bất biến R = SG

của S là vành địa phương Cohen-Macaulay dãy.

Chứng minh. Vì cấp của G khả nghịch trong S nên S là mở rộng
môđun hữu hạn của R = SG thỏa mãn R là hạng tử trực tiếp của S
(xem [5]). Do đó kết quả được suy ra từ Hệ quả 3.4.8.

Chú ý 3.4.10. Với các giả thiết như trong Hệ quả 3.4.9, gọi
{Di}0≤i≤` là lọc chiều của S. Khi đó mọi Di là iđêan G-ổn định
của S (xem Định lý 3.4.5 (1)) và lọc chiều của R cho bởi {DG

i }0≤i≤`
khi bỏ các môđun trùng nhau.

Từ trên ta có kết quả sau.

Hệ quả 3.4.11. Cho R là vành địa phương Noether, M 6= (0) là
R-môđun hữu hạn sinh. Đặt S = RnM là iđêan hóa của M trên
R. Khi đó các điều kiện sau là tương đương.

(1) S = RnM là vành địa phương Cohen-Macaulay dãy.

(2) S = RnM là R-môđun Cohen-Macaulay dãy.

(3) R vành địa phương Cohen-Macaulay dãy và M là R-môđun
Cohen-Macaulay dãy.
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Kết luận

Trong đề tài, chúng tôi đã đạt được một số kết quả cơ
bản sau:

- Hệ thống một số kiến thức cơ bản về phân tích nguyên sơ, phân
tích bất khả quy, lọc chiều của môđun, mô tả lọc chiều của môđun,
môđun Cohen-Macaulay dãy.

- Tìm hiểu về iđêan hóa và một số tính chất cơ bản: mô tả các
lớp iđêan đặc biệt, một số đẳng cấu thông dụng, một số phần tử đặc
biệt; tìm hiểu về địa phương hóa của vành iđêan hóa.

- Đưa ra một ứng dụng của iđêan hóa trong việc mở rộng kết quả
từ vành sang môđun.

- Nghiên cứu để đưa ra mô tả phân tích nguyên sơ, phân tích bất
khả quy của iđêan thuần nhất trong vành iđêan hóa.

- Mô tả lọc chiều của vành iđêan hóa bằng cách sử dụng phân tích
nguyên sơ và bằng tính tập iđêan nguyên tố liên kết.

- Nghiên cứu tính Cohen-Macaulay dãy của vành iđêan hóa, biến
đổi tính Cohen-Macaulay dãy của vành qua mở rộng hữu hạn đặc
biệt.
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