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Mð �¦u

1. T½nh c§p thi¸t cõa �· t i

Cho (R,m) l  v nh giao ho¡n Noether �àa ph÷ìng vîi m l  i�¶an cüc

�¤i duy nh§t. Cho M l  R-mæ�un húu h¤n sinh vîi dimM = d. Ta

luæn câ mèi quan h» giúa hai b§t bi¸n �ë s¥u v  chi·u cõa M cho bði

depthM ≤ dimM . N¸u depthM = dimM th¼ M �÷ñc gåi l  mæ�un

Cohen-Macaulay. Khi R l  R-mæ�un Cohen-Macaulay, th¼ ta nâi R l 

v nh Cohen-Macaulay. V nh v  mæ�un Cohen-Macaulay l  lîp v nh v 

mæ�un quan trång trong �¤i sè giao ho¡n. Lîp v nh v  mæ�un n y câ

nhi·u ùng döng trong H¼nh håc �¤i sè, Lþ thuy¸t b§t bi¸n v  Tê hñp.

Nhi·u mð rëng cõa lîp v nh v  mæ�un Cohen-Macaulay �¢ �÷ñc giîi

thi»u v  quan t¥m nghi¶n cùu. Hai mð rëng �¦u ti¶n l  lîp v nh (mæ�un)

Buchsbaum �÷ñc �÷a ra bði W. Vogel v  J. Stuckrad n«m 1973 [40] v 

lîp v nh (mæ�un) Cohen-Macaulay suy rëng �÷ñc giîi thi»u bði N.T.

C÷íng, P. Schenzel, N.V. Trung n«m 1978 [37]. Ngo i ra cán r§t nhi·u

c¡c mð rëng kh¡c cõa lîp v nh v  mæ�un n y v¨n ti¸p töc �÷ñc giîi thi»u

v  thu hót sü quan t¥m cõa nhi·u nh  to¡n håc nh÷: lîp v nh (mæ�un)

Cohen-Macaulay ch½nh t­c, lîp v nh (mæ�un) Cohen-Macaulay suy rëng

ch½nh t­c, lîp v nh (mæ�un) Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s,... (câ thº

xem trong c¡c cæng tr¼nh [31], [2], [17], [35]). Nh÷ vªy, vi»c nghi¶n cùu

v· c¡c mð rëng cõa lîp v nh v  mæ�un Cohen-Macaulay v¨n l  nhúng

v§n �· thíi sü, �ang �÷ñc quan t¥m trong n÷îc công nh÷ tr¶n th¸ giîi.
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Vi»c gi£i quy¸t nhúng c¥u häi mð hay t¼m ra nhúng k¸t qu£ mîi cho c¡c

v§n �· tr¶n l  c¦n thi¸t, thóc �©y sü ph¡t triºn cõa To¡n håc, thóc �©y

sü hñp t¡c nghi¶n cùu To¡n giúa c¡n bë cõa �H Th¡i Nguy¶n v  cõa

c¡c cì sð � o t¤o kh¡c trong v  ngo i n÷îc, phöc vö �­c lüc cæng t¡c

� o t¤o sau �¤i håc ng nh To¡n cõa �H Th¡i Nguy¶n.

2. Möc ti¶u cõa �· t i

Möc ti¶u cõa �· t i l  nghi¶n cùu mët sè mð rëng cõa lîp mæ�un

Cohen-Macaulay tr¶n v nh giao ho¡n m  cö thº l  nghi¶n cùu v· lîp

mæ�un Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s v  t½nh Cohen-Macaulay, t½nh

Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s qua chuyºn ph¯ng �çng thíi nghi¶n

cùu v· quÿ t½ch khæng Cohen-Macaulay, quÿ t½ch khæng Cohen-Macaulay

chi·u lîn hìn s.

3. Nëi dung nghi¶n cùu cõa �· t i

�· t i nghi¶n cùu v· mæ�un �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng Artin qua

chuyºn ph¯ng m  cö thº l  �÷a ra mèi li¶n h» giúa c¡c tªp i�¶an nguy¶n

tè g­n k¸t cõa c¡c mæ�un n y qua chuyºn ph¯ng, tø �â �÷a ra mèi li¶n

h» v· chi·u cõa chóng. Düa tr¶n nhúng k¸t qu£ �â chóng tæi nghi¶n

cùu t½nh Cohen-Macaulay, t½nh Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s qua

chuyºn ph¯ng. Ngo i ra chóng tæi cán nghi¶n cùu v· quÿ t½ch khæng

Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s v  mæ t£ quÿ t½ch n y thæng qua c¡c

gi£ gi¡ chi·u lîn hìn s. Cö thº, nëi dung nghi¶n cùu cõa �· t i �÷ñc

tr¼nh b y trong b¡o c¡o têng k¸t n y gçm ba ch÷ìng. Ch÷ìng 1 tr¼nh

b y mët sè ki¸n thùc chu©n bà v· mæ�un �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng, biºu

di¹n thù c§p v  chi·u cõa mæ�un Artin, mæ�un Cohen-Macaulay nh¬m

phöc vö cho c¡c ch÷ìng sau. Ch÷ìng 2 v  3 tr¼nh b y c¡c k¸t qu£ ch½nh

cõa �· t i. Ch÷ìng 2 �÷a ra c¡c k¸t qu£ v· mèi quan h» cõa c¡c tªp

i�¶an nguy¶n tè g­n k¸t cõa c¡c mæ�un �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng Artin
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(�ành lþ 2.1.6), mèi li¶n h» v· chi·u cõa c¡c mæ�un n y (�ành lþ 2.2.2).

Tø �â �÷a ra c¡c k¸t qu£ nghi¶n cùu v· t½nh Cohen-Macaulay v  quÿ

t½ch khæng Cohen-Macaulay qua chuyºn ph¯ng (M»nh �· 2.3.1, 2.3.2).

Ch÷ìng 3 tr¼nh b y v· mæ�un Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s, mæ t£

quÿ t½ch khæng Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s qua c¡c tªp gi£ gi¡ thù

i chi·u lîn hìn s (�ành lþ 3.2.2), v  cuèi còng l  k¸t qu£ v· chi·u cõa quÿ

t½ch khæng Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s qua chuyºn ph¯ng (�ành lþ

3.2.4).
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Ch÷ìng 1

Ki¸n thùc chu©n bà

1.1 T½nh catenary cõa v nh

T½nh catenary cõa c¡c v nh �÷ñc quan t¥m nghi¶n cùu �¦u ti¶n bði

W. Krull tø n«m 1937 [38]. Nhúng cæng tr¼nh cõa W. Krull, M. Nagata,

I. S. Cohen, D. Ferand v  M. Raynaud, L. J. Ratliff, M. Brodmann, R.

Heitmann, ... v· t½nh catenary �¢ l m gi u �µp l½ thuy¸t n y. Tr÷îc h¸t

ta nh­c l¤i kh¡i ni»m v nh catenary.

�ành ngh¾a 1.1.1. Cho q ⊂ p l  c¡c i�¶an nguy¶n tè cõa R. Mët d¢y

c¡c i�¶an nguy¶n tè q = p0 ⊂ p1 ⊂ . . . ⊂ pn = p sao cho pi 6= pi+1, vîi

måi i = 0, ..., n− 1, �÷ñc gåi l  mët d¢y i�¶an nguy¶n tè b¢o ho  giúa q

v  p n¸u vîi måi i, khæng tçn t¤i mët i�¶an nguy¶n tè ch±n giúa pi v 

pi+1. Khi �â n �÷ñc gåi l  �ë d i cõa d¢y i�¶an nguy¶n tè b¢o háa tr¶n.

Ta nâi v nh R l  catenary n¸u vîi måi c°p i�¶an nguy¶n tè q ⊂ p cõa R

th¼ måi d¢y i�¶an nguy¶n tè b¢o ho  giúa q v  p �·u câ chung �ë d i.

Nh­c l¤i r¬ng n«m 1937 W. Krull �¢ chùng tä r¬ng måi �¤i sè húu

h¤n sinh tr¶n mët tr÷íng l  catenary. K¸t qu£ quan trång thù hai �÷ñc

chùng minh bði I. Cohen n«m 1946 r¬ng måi v nh �àa ph÷ìng �¦y �õ

l  catenary. Sau �â M. Nagata �¢ chùng tä r¬ng måi mi·n nguy¶n, �àa

ph÷ìng tüa khæng trën l¨n l  catenary. Nh÷ vªy, h¦u h¸t c¡c v nh �÷ñc
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bi¸t �¸n trong thüc t¸ v  trong nhúng ùng döng cõa H¼nh håc �¤i sè �·u

l  catenary. V½ dö �¦u ti¶n v· mi·n nguy¶n khæng catenary �÷ñc �÷a ra

bði M. Nagata n«m 1956 (xem [22, V½ dö 2, trang 203-205]). Ngo i ra

b¬ng nhúng lªp luªn �ìn gi£n ta câ n¸u dimR 6 2 th¼ R l  catenary; R

l  v nh catenary n¸u v  ch¿ n¸u R/I l  catenary vîi måi i�¶an I cõa R;

R l  catenary n¸u v  ch¿ n¸u Rp l  catenary vîi måi i�¶an nguy¶n tè p

cõa R, .... �°c tr÷ng sau cõa t½nh catenary th÷íng �÷ñc sû döng trong

chùng minh nhúng k¸t qu£ cõa �· t i.

M»nh �· 1.1.2. (xem [29]) Gi£ sû (R,m) l  mët v nh �àa ph÷ìng

Noether. Khi �â c¡c �i·u ki»n sau l  t÷ìng �÷ìng:

(i) R l  catenary;

(ii) ht p/q = dimR/q− dimR/p vîi måi q ⊆ p, p, q ∈ SpecR;

(iii) ht p3/p1 = ht p3/p2 + ht p2/p1 vîi måi p1 ⊆ p2 ⊆ p3, p1, p2, p3 ∈

SpecR.

Tø �ành ngh¾a v nh catenary, ta d¹ th§y r¬ng n¸u R l  mi·n nguy¶n

�àa ph÷ìng catenary th¼ nâ tho£ m¢n cæng thùc chi·u

ht p + dimR/p = dimR

vîi måi i�¶an nguy¶n tè p cõa R. V¼ th¸ n«m 1954, I. S. Cohen [12] �¢

häi r¬ng li»u mët mi·n nguy¶n �àa ph÷ìng R tho£ m¢n cæng thùc chi·u

ht p + dimR/p = dimR vîi måi i�¶an nguy¶n tè p cõa R th¼ R câ l 

mi·n catenary? C¥u tr£ líi kh¯ng �ành �÷ñc R. J. Ratliff �÷a ra v o

n«m 1972 [29, �ành lþ 2.2].

Hìn núa n«m 1977, S. McAdam v  R. J. Ratliff �¢ mð rëng k¸t qu£

tr¶n cho c¡c v nh �àa ph÷ìng �¯ng chi·u. Chó þ R �÷ñc gåi l  �¯ng

chi·u n¸u dimR/p = dimR vîi måi i�¶an nguy¶n tè tèi tiºu p cõa R.
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�ành lþ 1.1.3. (xem [20]) Gi£ sû R l  v nh �àa ph÷ìng Noether �¯ng

chi·u. Khi �â R l  catenary n¸u v  ch¿ n¸u vîi méi i�¶an nguy¶n tè p

cõa R ta câ

ht p + dimR/p = dimR.

�ành ngh¾a 1.1.4. V nh R �÷ñc gåi l  catenary phê döng n¸u méi

R-�¤i sè húu h¤n sinh l  catenary.

Gi£ sû S l  mët R-�¤i sè húu h¤n sinh, tùc l  tçn t¤i a1, . . . , an ∈

S sao cho S = R[a1, . . . , an]. Khi �â tçn t¤i mët to n c§u v nh ϕ :

R[x1, . . . , xn] −→ S, trong �â R[x1, . . . , xn] l  v nh �a thùc n bi¸n vîi

h» sè tr¶n R v  ϕ(xi) = ai, i = 1, . . . , n. V¼ th¸ S �¯ng c§u vîi mët

v nh th÷ìng cõa v nh �a thùc R[x1, . . . , xn]. V¼ v nh th÷ìng cõa v nh

catenary l  catenary n¶n ta suy ra r¬ng v nh R l  catenary phê döng n¸u

v  ch¿ n¸u måi v nh �a thùc húu h¤n bi¸n vîi h» sè tr¶n R l  catenary.

Sau �¥y l  mët sè �°c tr÷ng cõa v nh catenary phê döng. Tr÷îc h¸t,

ta nh­c l¤i theo M. Nagata [22] c¡c kh¡i ni»m v nh, mæ�un tüa khæng

trën l¨n (quasi-unmixed) v  v nh, mæ�un khæng trën l¨n (unmixed).

�ành ngh¾a 1.1.5. V nh R �÷ñc gåi l  tüa khæng trën l¨n (quasi-

unmixed) n¸u v nh �¦y �õm-adic R̂ cõaR l  �¯ng chi·u, tùc l  dim R̂/p̂ =

dim R̂ vîi måi p̂ ∈ min Ass R̂. V nh R �÷ñc gåi l  khæng trën l¨n (un-

mixed) n¸u dim R̂/p̂ = dim R̂ vîi måi p̂ ∈ Ass R̂. Mët R-mæ�un húu h¤n

sinh M �÷ñc gåi l  tüa khæng trën l¨n (t÷ìng ùng khæng trën l¨n) n¸u

v nh R/AnnRM l  tüa khæng trën l¨n (t÷ìng ùng khæng trën l¨n).

�ành lþ 1.1.6. [19, �ành lþ 31.6] Gi£ sû R l  tüa khæng trën l¨n. Khi

�â

(i) R l  catenary phê döng.

(ii) Rp l  tüa khæng trën l¨n vîi måi p ∈ SpecR.
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(iii) N¸u I l  i�¶an cõa R th¼ R/I l  �¯ng chi·u n¸u v  ch¿ n¸u R/I

l  tüa khæng trën l¨n.

�ành lþ 1.1.7. [19, �ành lþ 31.7] C¡c �i·u ki»n sau l  t÷ìng �÷ìng

(i) R l  catenary phê döng;

(ii) R[x] l  catenary;

(ii) R/p l  tüa khæng trën l¨n vîi måi p ∈ SpecR.

V¼ méi v nh chi·u 2 l  catenary n¶n n¸u dimR 6 1 th¼

dimR[x] = dimR + 1 6 2,

do �â R[x] l  catenary. V¼ vªy theo �ành lþ 1.1.7 ta th§y R l  catenary

phê döng n¸u dimR 6 1.

1.2 Mæ�un �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng

Lþ thuy¸t �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng �÷ñc giîi thi»u �¦u ti¶n bði A.

Grothendieck v o nhúng n«m 1960 v  nhanh châng ph¡t triºn, thu hót

�÷ñc sü quan t¥m cõa nhi·u nh  to¡n håc tr¶n th¸ giîi. Ng y nay, lþ

thuy¸t �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng �¢ trð th nh cæng cö khæng thº thi¸u

trong nhi·u l¾nh vüc kh¡c nhau cõa to¡n håc nh÷ �¤i sè giao ho¡n, H¼nh

håc �¤i sè, �¤i sè tê hñp... Trong möc n y chóng tæi nh­c l¤i kh¡i ni»m

v  mët sè t½nh ch§t quan trång cõa mæ�un �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng.

Tr÷îc ti¶n ta giîi thi»u kh¡i ni»m h m tû I-xo­n.

�ành ngh¾a 1.2.1. (Xem [3, �ành ngh¾a 1.1.1]) Cho I l  i�¶an cõa R.

Vîi méi R-mæ�un N , �°t ΓI(N) =
⋃
n≥0

(0 :N In). N¸u f : N → N ′ l 

�çng c§u c¡c R-mæ�un th¼ f(ΓI(N)) ⊆ ΓI(N
′)). Do �â ta câ �çng c§u

ΓI(f) : ΓI(N) → ΓI(N
′) �÷ñc x¡c �ành bði ΓI(f)(x) = f(x). Khi �â

ΓI(−) l  mët h m tû hi»p bi¸n, khîp tr¡i v  nâ �÷ñc gåi l  h m tû

I-xo­n.
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Tø �â ta câ �ành ngh¾a mæ�un �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng nh÷ sau.

�ành ngh¾a 1.2.2. (Xem [3, �ành ngh¾a 1.2.1]) Vîi méi sè nguy¶n i ≥ 0,

h m tû d¨n xu§t ph£i thù i cõa ΓI(−) �÷ñc gåi l  h m tû �èi �çng �i·u

�àa ph÷ìng thù i �èi vîi I v  �÷ñc k½ hi»u l  H i
I(−). K¸t qu£ cõa t¡c

�ëngH i
I(−) v o R-mæ�un N �÷ñc k½ hi»u l H i

I(N) v  �÷ñc gåi l  mæ�un

�èi �çng �i·u �àa ph÷ìng thù i cõa N vîi gi¡ I.

Sau �¥y l  mët sè t½nh ch§t quan trång cõa mæ�un �èi �çng �i·u �àa

ph÷ìng th÷íng �÷ñc dòng trong chùng minh c¡c k¸t qu£ cõa �· t i. �ành

lþ sau �¥y ch¿ ra r¬ng mæ�un �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng khæng phö thuëc

v o v nh cì sð (xem [3, �ành lþ 4.2.1]). Chó þ r¬ng, n¸u f : R → R′ l 

mët �çng c§u v nh v  N ′ l  R′-mæ�un th¼ N ′ câ c§u tróc R-mæ�un c£m

sinh bði f , trong �â ph²p nh¥n væ h÷îng cõa ph¦n tû r ∈ R vîi ph¦n

tû m′ ∈ N ′ l  f(r)m′.

�ành lþ 1.2.3. (T½nh �ëc lªp vîi v nh cì sð). Cho R′ l  R-�¤i sè v 

N ′ l  R′-mæ�un. Cho I l  i�¶an cõa R. Khi �â vîi måi i ≥ 0 ta câ �¯ng

c§u c¡c R-mæ�un H i
IR′(N ′) ∼= H i

I(N
′).

Khi R′ l  R-�¤i sè ph¯ng, ta câ �ành lþ sau (xem [3, �ành lþ 4.3.2]).

�ành lþ 1.2.4. (�ành lþ chuyºn cì sð ph¯ng). Cho R′ l  R-�¤i sè ph¯ng.

Khi �â ta câ R′-�¯ng c§u H i
I(N)⊗R R′ ∼= H i

IR′(N ⊗R R′) vîi måi i ≥ 0.

Cho p l  i�¶an nguy¶n tè b§t ký cõa cõa R. Khi �â Rp l  R-�¤i sè

ph¯ng. Tø �ành lþ 1.2.4 ta luæn câ Rp-�¯ng c§u

H i
I(N)⊗R Rp

∼= H i
IRp

(N ⊗R Rp).

Hìn núa, v¼ N ⊗R Rp
∼= Np vîi måi R-mæ�un N n¶n

(H i
I(N))p ∼= H i

IRp
(Np).
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Mët trong nhúng k¸t qu£ quan trång v  câ nhi·u ùng döng cõa lþ

thuy¸t �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng l  t½nh tri»t ti¶u cõa mæ�un �èi �çng

�i·u �àa ph÷ìng (xem [3, 6.1.2, 6.1.4])

�ành lþ 1.2.5. (�ành lþ tri»t ti¶u cõa Grothendieck) H i
I(N) = 0 vîi

måi i > dimN .

�ành lþ 1.2.6. (�ành lþ khæng tri»t ti¶u) Gi£ sû (R,m) l  v nh �àa

ph÷ìng v  M l  R-mæ�un húu h¤n sinh kh¡c khæng câ chi·u n. Khi �â

Hn
m(M) 6= 0.

M°c dò M l  húu h¤n sinh nh÷ng nh¼n chung mæ�un �èi �çng �i·u

�àa ph÷ìng H i
I(M) khæng l  mæ�un húu h¤n sinh công khæng l  mæ�un

Artin. Trong tr÷íng hñp �°c bi»t, mæ�un �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng vîi

gi¡ cüc �¤i ho°c t¤i c§p cao nh§t l  c¡c mæ�un Artin.

�ành lþ 1.2.7. Gi£ sû r¬ng (R,m) l  v nh �àa ph÷ìng v  M l  R-mæ�un

húu h¤n sinh. Khi �â

(i) H i
m(M) l  R-mæ�un Artin vîi måi sè tü nhi¶n i.

(ii) N¸u dimM = d th¼ Hd
I (M) l  R-mæ�un Artin vîi måi i�¶an I.

Ph¦n cán l¤i cõa möc n y d nh �º nh­c l¤i mët sè ki¸n thùc v· �èi

ng¨u Matlis v  �èi ng¨u �àa ph÷ìng. Kþ hi»u E(k) l  bao nëi x¤ cõa

R-mæ�un k vîi k = R/m. Ta k½ hi»u DR(−) thay cho Hom(−, E(k)).

Vîi méi R-mæ�un M ta gåi DR(M) l  �èi ng¨u Matlis cõa M . K¸t qu£

sau �¥y câ thº xem trong [3, �ành lþ 10.2.12].

�ành lþ 1.2.8 (�ành lþ �èi ng¨u Matlis). Cho (R,m) l  v nh giao ho¡n

�àa ph÷ìng Noether �¦y �õ v  M , A l  c¡c R-mæ�un. Khi �â c¡c m»nh

�· sau l  �óng.

(i) N¸u M l  Noether th¼ DR(M) l  Artin v  M ∼= DR(DR(M)).

(ii) N¸u A l  Artin th¼ DR(A) l  Noether v  A ∼= DR(DR(A)).
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Khi R l  v nh �¦y �õ, �ành lþ �èi ng¨u Matlis cho ta t÷ìng ùng giúa

ph¤m trò c¡c R-mæ�un Artin v  ph¤m trò c¡c R-mæ�un Noether, cán

�ành lþ �èi ng¨u �àa ph÷ìng [3, �ành lþ 11.2.6] l¤i cho ta mèi li¶n h»

giúa �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng v  h m tû Ext.

�ành lþ 1.2.9 (�ành lþ �èi ng¨u �àa ph÷ìng). Gi£ sû (R,m) l  £nh �çng

c§u cõa mët v nh �àa ph÷ìng Gorenstein (R′,m′) chi·u n′ v  f : R′ → R

l  to n c§u v nh. Gi£ sû M l  mët R-mæ�un húu h¤n sinh. Khi �â

ExtjR′(M,R′) l  R-mæ�un húu h¤n sinh v  ta câ �¯ng c§u:

H i
m(M) ∼= DR(Extn

′−i
R′ (M,R′)).

1.3 Biºu di¹n thù c§p v  chi·u cõa mæ�un Artin

Lþ thuy¸t biºu di¹n thù c§p cho c¡c mæ�un �÷ñc giîi thi»u bði I. G.

Macdonald [18] câ thº xem l  �èi ng¨u cõa lþ thuy¸t ph¥n t½ch nguy¶n

sì. Trong ti¸t n y chóng ta nh­c l¤i mët sè kh¡i ni»m v  k¸t qu£ v· biºu

di¹n thù c§p.

�ành ngh¾a 1.3.1. (i) Mët R-mæ�un N �÷ñc gåi l  thù c§p n¸u N 6= 0

v  vîi måi x ∈ R, ph²p nh¥n bði x tr¶n N l  to n c§u ho°c lôy linh.

Trong tr÷íng hñp n y, Rad(AnnRN) l  i�¶an nguy¶n tè, ch¯ng h¤n l 

p, v  ta gåi N l  p-thù c§p.

(ii) Cho N l  R-mæ�un. Mët biºu di¹n thù c§p cõa N l  mët ph¥n t½ch

N = N1 + . . . + Nn th nh têng húu h¤n c¡c mæ�un con pi-thù c§p Ni.

N¸u N = 0 ho°c N câ mët biºu di¹n thù c§p th¼ ta nâi N l  biºu di¹n

�÷ñc. Biºu di¹n thù c§p n y �÷ñc gåi l  tèi thiºu n¸u c¡c i�¶an nguy¶n

tè pi l  �æi mët kh¡c nhau v  khæng câ h¤ng tû Ni n o l  thøa, vîi måi

i = 1, . . . , n.
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D¹ th§y r¬ng n¸uN1, N2 l  c¡c mæ�un con p-thù c§p cõaN th¼N1+N2

công l  mæ�un con p-thù c§p cõa N . V¼ th¸ måi biºu di¹n thù c§p cõa

N �·u câ thº �÷a �÷ñc v· d¤ng tèi thiºu b¬ng c¡ch gh²p chung nhúng

th nh ph¦n thù c§p ùng vîi còng mët i�¶an nguy¶n tè v  bä �i nhúng

th nh ph¦n thøa. Tªp hñp {p1, . . . , pn} l  �ëc lªp vîi vi»c chån biºu di¹n

thù c§p tèi thiºu cõa N v  �÷ñc gåi l  tªp c¡c i�¶an nguy¶n tè g­n k¸t

cõa N , k½ hi»u l  AttRN . C¡c h¤ng tû Ni, i = 1, . . . , n, �÷ñc gåi l  c¡c

th nh ph¦n thù c§p cõa N. N¸u pi l  tèi thiºu trong tªp AttRN th¼ pi

�÷ñc gåi l  i�¶an nguy¶n tè g­n k¸t cæ lªp cõa N v  Ni �÷ñc gåi l  th nh

ph¦n thù c§p cæ lªp cõa N .

M»nh �· 1.3.2. Gi£ sû N l  mët R-mæ�un biºu di¹n �÷ñc. Khi �â c¡c

kh¯ng �ành sau l  �óng.

(i) AttRN 6= ∅ khi v  ch¿ khi N 6= 0.

(ii) Tªp c¡c i�¶an nguy¶n tè tèi thiºu cõa R chùa AnnRN ch½nh l  tªp

c¡c ph¦n tû tèi thiºu cõa AttRN .

(iii) Cho 0 → N
′ → N → N

′′ → 0 l  d¢y khîp c¡c R-mæ�un biºu di¹n

�÷ñc. Khi �â ta câ

AttRN
′′ ⊆ AttRN ⊆ AttRN

′ ∪ AttRN
′′
.

�ành lþ sau �¥y cho ta mët lîp c¡c mæ�un biºu di¹n �÷ñc.

�ành lþ 1.3.3. [18, 5.2] Måi mæ�un Artin �·u biºu di¹n �÷ñc.

Cho A l  R-mæ�un Artin v  r̂ ∈ R̂, u ∈ A. Gåi (rn)n∈N l  d¢y Cæsi

trong R �¤i di»n cho lîp r̂. V¼ Ru câ �ë d i húu h¤n n¶n tçn t¤i sè tü

nhi¶n k sao cho mku = 0. Chó þ r¬ng tçn t¤i n0 sao cho rn− rm ∈ mk vîi

måi m,n ≥ n0. Suy ra rnu = rn0
u vîi måi n ≥ n0. Ta �ành ngh¾a t½ch væ

h÷îng r̂u = rn0
u. Khi �â A câ c§u tróc tü nhi¶n nh÷ R̂-mæ�un. Vîi c§u

tróc n y, mët mæ�un con cõa A x²t nh÷ R-mæ�un khi v  ch¿ khi nâ l 
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mæ�un con cõa A x²t nh÷ R̂-mæ�un. Do �â A l  R̂-mæ�un Artin. N¸u

xem R̂-mæ�un A n y nh÷ l  R-mæ�un x¡c �ành bði �çng c§u tü nhi¶n

R → R̂ th¼ ta �÷ñc c§u tróc R-mæ�un ban �¦u tr¶n A. Nh÷ vªy, tªp

i�¶an nguy¶n tè g­n k¸t cõa A tr¶n R v  R̂ luæn x¡c �ành v  ta câ mèi

li¶n h» giúa c¡c tªp i�¶an nguy¶n tè g­n k¸t n y nh÷ sau.

M»nh �· 1.3.4. [3, 8.2.4 v  8.2.5] AttR(A) = {P ∩R | P ∈ AttR̂(A)}.

K¸t qu£ sau �¥y, gåi l  t½nh ch§t dàch chuyºn �àa ph÷ìng y¸u, th÷íng

�÷ñc dòng trong c¡c chùng minh c¡c k¸t qu£ ð ph¦n sau.

�ành lþ 1.3.5. [32, �ành lþ 4.8] Gi£ sû M 6= 0 v  p ∈ SuppR(M) sao

cho dimR/p = t. Gi£ sû i > 0 l  mët sè nguy¶n v  q l  i�¶an nguy¶n tè

vîi q ⊆ p sao cho qRp ∈ AttRp
(H i

pRp
(Mp)). Khi �â q ∈ AttR(H i+t

m (M)).

Tø �ành lþ 1.3.5 ta câ h» qu£ sau.

H» qu£ 1.3.6. [32, H» qu£ 4.9] Gi£ sû M 6= 0 v  p ∈ AssRM vîi

dimR/p = t. Khi �â H t
m(M) 6= 0 v  p ∈ AttRH t

m(M).

Theo �ành lþ 1.2.7, mæ�un �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng c§p cao nh§t vîi

gi¡ cüc �¤i l  Artin, do �â nâ câ biºu di¹n thù c§p (xem �ành lþ 1.3.3).

Tªp i�¶an nguy¶n tè g­n k¸t cõa Hd
m(M) �÷ñc cho bði cæng thùc sau.

�ành lþ 1.3.7. [21, �ành lþ 2.2] Gi£ sû M 6= 0 v  dimM = d. Khi �â

Hd
m(M) 6= 0 v  AttR(Hd

m(M)) = {p ∈ AssRM | dim(R/p) = d}.

Kþ hi»u dimRR/AnnRA l  chi·u Krull cõa v nh R/AnnRA. Khi �â

theo M»nh �· 1.3.2(ii), ta câ

dim(R/AnnA) = max{dim(R/p) | p ∈ AttRA}.

N«m 1975 R. N. Roberts [30] �¢ giîi thi»u mët kh¡i ni»m chi·u kh¡c

cho mæ�un Artin m  sau �â �÷ñc D. Kirby [16] n«m 1990 �êi t¶n th nh
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chi·u Noether �º tr¡nh nh¦m l¨n vîi kh¡i ni»m chi·u Krull �¢ quen bi¸t

nh÷ �¢ �· cªp ð tr¶n. Trong suèt �· t i n y, chóng tæi dòng thuªt ngú

"chi·u Noether" cõa Kirby [16].

�ành ngh¾a 1.3.8. Chi·u Noether cõa A, k½ hi»u bði N-dimRA, �÷ñc

�ành ngh¾a b¬ng quy n¤p nh÷ sau: Khi A = 0, ta �°t N-dimRA = −1.

Cho d ≥ 0 l  mët sè nguy¶n khæng ¥m. Ta �°t N-dimRA = d n¸u

N-dimRA < d l  sai v  vîi méi d¢y t«ng c¡c mæ�un con A0 ⊆ A1 ⊆ . . .

cõa A, tçn t¤i mët sè tü nhi¶n n0 sao cho N-dimR(An/An−1) < d vîi måi

n > n0.

R. N. Roberts [30] v  D. Kirby [16] �¢ ch¿ ra nhi·u t½nh ch§t cõa chi·u

Noether cho c¡c mæ�un Artin t÷ìng tü nh÷ c¡c t½nh ch§t v· chi·u Krull

cho c¡c mæ�un húu h¤n sinh tr¶n v nh �àa ph÷ìng, �°c bi»t l  k¸t qu£

d÷îi �¥y cho ta c¡c c¡ch t½nh chi·u Noether cho c¡c mæ�un Artin.

�ành lþ 1.3.9. N¸u A 6= 0 v  q l  i�¶an sao cho `(0 :A q) < ∞ th¼ câ

mët �a thùc Q(n) vîi h» sè húu t� sao cho `R(0 :A qn+1) = Q(n) khi

n� 0 v 

N-dimRA = deg(`R(0 :A qn+1))

= inf{t ≥ 0 : ∃x1, . . . , xt ∈ m : `R(0 :A (x1, . . . , xt)R) <∞}.

Sau �¥y ta s³ �÷a ra so s¡nh giúa chi·u Krull v  chi·u Noether cõa

mæ�un Artin A. Trong tr÷íng hñp �°c bi»t, ta câ N-dimRA = 0 n¸u v 

ch¿ n¸u dimR/AnnRA = 0, n¸u v  ch¿ n¸u A câ �ë d i húu h¤n, kh¡c 0,

n¸u v  ch¿ n¸u R/AnnRA l  v nh Artin. Trong tr÷íng hñp têng qu¡t,

N.T. C÷íng v  L.T. Nh n �¢ �÷a ra c¥u tr£ líi n«m 2002.

M»nh �· 1.3.10. [10, M»nh �· 2.5] N-dimRA 6 dim(R/AnnA).

Hìn núa, công trong b i b¡o �â hå cán ch¿ ra v½ dö m  d§u �¯ng

thùc l  khæng x£y ra [10, V½ dö 4.1]. X²t (R,m) l  mi·n nguy¶n �àa
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ph÷ìng Noether chi·u 2 �÷ñc x¥y düng bði D. Ferrand v  M. Raynaud

[36] tho£ m¢n t½nh ch§t tçn t¤i mët i�¶an nguy¶n tè nhóng q̂ ∈ Ass R̂

vîi dim R̂/q̂ = 1. Khi �â A = H1
m(R) l  mæ�un Artin. Ta câ

dimR/AnnRA = 2 > 1 = N-dimRA.

Ti¸p theo ta nh­c l¤i mët k¸t qu£ v· chi·u cõa mæ�un �èi �çng �i·u �àa

ph÷ìng.

�ành lþ 1.3.11. [10, �ành lþ 3.1, H» qu£ 3.6] C¡c m»nh �· sau l  �óng.

(i) N-dimRH i
m(M) ≤ i.

(ii) dimRHd
m(M) = d = N-dimRHd

m(M).

�ành lþ 1.3.9 cho ph²p ta �ành ngh¾a kh¡i ni»m h» tham sè cho mæ�un

Artin.

�ành ngh¾a 1.3.12. Mët h» x1, . . . , xs gçm s = N-dimA ph¦n tû cõa

m �÷ñc gåi l  h» tham sè cõa A n¸u `(0 :A (x1, . . . , xs)R) <∞. Mët h»

x1, . . . , xi, vîi i 6 s, c¡c ph¦n tû cõa m �÷ñc gåi l  mët ph¦n h» tham

sè cõa A n¸u ta câ thº bê sung th¶m c¡c ph¦n tû xi+1, . . . , xs cõa m sao

cho x1, . . . , xs l  h» tham sè cõa A. Mët ph¦n tû x ∈ m �÷ñc gåi l  ph¦n

tû tham sè cõa A n¸u N-dimR(0 :A x) = N-dimRA− 1.

C¡c m»nh �· sau �¥y, �÷ñc chùng minh bði Z. Tang v  H. Zakeri [34],

cho ta c¡c k¸t qu£ v· �°c tr÷ng mët ph¦n tû x ∈ m l  ph¦n tû tham

sè cõa mæ�un Artin A v  sü tçn t¤i mët ph¦n h» tham sè cõa mæ�un

Artin A trong mët i�¶an I cõa R.

M»nh �· 1.3.13. [34, Bê �· 2.14] Cho N-dimRA = s v  A = A1 +

. . . + An l  mët biºu di¹n thù c§p tèi tiºu cõa A vîi Ai l  pi-thù c§p.

Cho x ∈ m. Khi �â x l  ph¦n tû tham sè cõa A n¸u v  ch¿ n¸u x /∈ pi

vîi måi i tho£ m¢n t½nh ch§t N-dimRAi = s.
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M»nh �· 1.3.14. [34, M»nh �· 2.10] Cho I l  i�¶an cõa R sao cho

N-dimR(0 :A I) = N-dimRA − r. Khi �â tçn t¤i mët ph¦n h» tham sè

cõa A trong I câ �ë d i r, v  måi ph¦n h» tham sè cõa A trong I câ �ë

d i r �·u l  ph¦n h» tham sè tèi �¤i cõa A trong I.

1.4 Mæ�un Cohen-Macaulay

Mæ�un Cohen-Macaulay v  mæ�un Cohen-Macaulay suy rëng l  hai lîp

mæ�un quen thuëc v  quan trång trong �¤i sè giao ho¡n. Trong ti¸t n y

chóng ta nh­c l¤i kh¡i ni»m v  mët sè k¸t qu£ th÷íng sû döng trong

luªn ¡n v· hai lîp mæ�un n y. Ta kþ hi»u (R,m) l  v nh giao ho¡n, �àa

ph÷ìng, Noether vîi m l  i�¶an cüc �¤i, M l  R-mæ�un húu h¤n sinh

chi·u d.

Ta luæn câ b§t �¯ng thùc depthM ≤ dimM (xem [5, M»nh �· 1.2.12]).

Tr÷íng hñp d§u �¯ng thùc x£y ra, ta câ �ành ngh¾a v nh v  mæ�un

Cohen-Macaulay nh÷ sau.

�ành ngh¾a 1.4.1. (Xem [19, Trang 134])M l  mæ�un Cohen-Macaulay

n¸u M = 0 ho°c M 6= 0 v  depthM = dimM . N¸u R l  mæ�un Cohen-

Macaulay tr¶n ch½nh nâ th¼ ta nâi R l  v nh Cohen-Macaulay.

Sau �¥y l  mët sè t½nh ch§t cõa mæ�un Cohen-Macaulay th÷íng �÷ñc

sû döng trong luªn ¡n (xem [19, �ành lþ 17.3], [19, Trang 137]).

M»nh �· 1.4.2. C¡c m»nh �· sau �¥y l  �óng.

(i) N¸u M l  mæ�un Cohen-Macaulay th¼ dimR/p = dimM vîi måi

p ∈ AssRM . Khi �â M khæng câ i�¶an nguy¶n tè nhóng.

(ii) Gi£ sû M l  mæ�un Cohen-Macaulay. Khi �â Mp l  Rp-mæ�un

Cohen-Macaulay vîi måi i�¶an nguy¶n tè p cõa R.
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(iii) M l  mæ�un Cohen-Macaulay khi v  ch¿ khi måi h» tham sè cõa M

�·u l  M-d¢y ch½nh quy.

(iv) R l  v nh Cohen-Macaulay khi v  ch¿ khi v nh c¡c chuéi lôy thøa

h¼nh thùc R[[x1, . . . , xn]] l  v nh Cohen-Macaulay.

�º n¶u mët sè �°c tr÷ng cõa mæ�un Cohen-Macaulay, tr÷îc h¸t,

chóng ta nh­c l¤i kh¡i ni»m sè bëi (xem [40, Trang 24]). Mët h» c¡c

ph¦n tû x = (x1, . . . , xt) cõa R sao cho `(M/(x1, . . . , xt)M) < ∞ �÷ñc

gåi l  h» bëi cõa M . Khi �â kþ hi»u bëi e(x;M) cõa M �èi vîi h» bëi x

�÷ñc �ành ngh¾a qui n¤p theo t nh÷ sau: Vîi t = 0, tùc l  `(M) <∞ ta

�°t e(∅;M) = `(M). Gi£ sû t > 1. �°t (0 :M x1) = {m ∈M | mx1 = 0}.

Khi �â (x2, . . . , xt) l  h» bëi cõa M/x1M v  (0 :M x1). V¼ th¸ ta �ành

ngh¾a

e(x;M) = e(x2, . . . , xt;M/x1M)− e(x2, . . . , xt; 0 :M x1).

Cho q l  i�¶an cõa R sao cho `(M/qM) < ∞. Khi �â, ta câ h m

Hilbert-Samuel Pq(n) = `(M/qn+1M). Chó þ r¬ng tçn t¤i mët �a thùc

pq(n) bªc d sao cho vîi n �õ lîn, ta câ Pq(n) = pq(n). Hìn núa, tçn t¤i

c¡c sè nguy¶n e0(q;M) > 0, e1(q;M), . . . , ed(q;M) sao cho vîi n �õ lîn,

ta câ

Pq(n) = e0(q;M)

(
n + d

d

)
+ e1(q;M)

(
n + d− 1

d− 1

)
+ . . . + ed(q;M).

H» sè e0(q;M) gåi l  sè bëi cõa M ùng vîi i�¶an q. N¸u x = (x1, . . . , xd)

l  h» tham sè cõa M v  q = (x1, . . . , xd)R th¼ e0(q;M) = e(x;M). Hìn

núa, ta luæn câ 0 6 e(x;M) 6 `(M/xM) (xem [40, Bê �· 3.3]).

Sau �¥y l  mët sè �°c tr÷ng cõa mæ�un Cohen-Macaulay (xem [19,

�ành lþ 17.3, �ành lþ 17.5, �ành lþ 17.11], �ành lþ 1.2.5).

M»nh �· 1.4.3. C¡c �i·u ki»n sau l  t÷ìng �÷ìng:
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(i) M l  mæ�un Cohen-Macaulay.

(ii) Tçn t¤i h» tham sè x cõa M sao cho e(x;M) = `(M/xM).

(iii) Vîi måi h» tham sè x cõa M ta câ e(x;M) = `(M/xM).

(iv) M̂ l  mæ�un Cohen-Macaulay.

(vi) M/xM l  Cohen-Macaulay vîi måi ph¦n tû M-ch½nh quy x ∈ m.

(vii) H i
m(M) = 0 vîi måi i = 0, . . . , d.
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Ch÷ìng 2

�èi �çng �i·u �àa ph÷ìng qua mð

rëng ph¯ng v  quÿ t½ch khæng

Cohen-Macaulay

Trong to n bë ch÷ìng n y ta luæn gi£ thi¸t (R,m) l  v nh �àa ph÷ìng

Noether v  l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa ph÷ìng. M l 

mët R-mæ�un húu h¤n sinh. Kþ hi»u R̂, M̂ t÷ìng ùng l  �¦y �õ m-adic

cõa R v  M . Cho P ∈ Spec(R̂), �°t p = P∩R v  rP = dim
(
R̂P/pR̂P

)
.

Khi �â, �çng c§u ϕ : Rp → R̂P c£m sinh tø �çng c§u tü nhi¶n R → R̂

l  mët �çng c§u ph¯ng �àa ph÷ìng v  Mp ⊗Rp
R̂P
∼= M̂P. Do �â, theo

[19, �ành lþ 23.2] ta câ mèi quan h» giúa c¡c tªp c¡c i�¶an nguy¶n tè

li¶n k¸t cõa Mp v  M̂P nh÷ sau

AssRp
Mp = {ϕ−1(QR̂P) | QR̂P ∈ AssR̂P

(M̂P)}

AssR̂P
(M̂P) =

⋃
qRp∈AssRp Mp

Ass(R̂P/qR̂P).

Nh÷ �¢ giîi thi»u ð Ch÷ìng 1, tªp c¡c i�¶an nguy¶n tè g­n k¸t cõa

mæ�un Artin �÷ñc �ành ngh¾a bði I. G. Macdonald [18] �âng vai trá

quan trång t÷ìng tü nh÷ tªp c¡c i�¶an nguy¶n tè li¶n k¸t cõa mæ�un

húu h¤n sinh. Chó þ r¬ng vîi méi sè nguy¶n b§t ký i ≥ 0 ta câ H i
pRp

(Mp)
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l  Rp-mæ�un Artin v  H
i+rP

PR̂P
(M̂P) l  R̂P-mæ�un Artin. Do �â, mët c¥u

häi ho n to n tü nhi¶n �°t ra l  c¡c tªp i�¶an nguy¶n tè g­n k¸t cõa c¡c

mæ�un �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng n y câ quan h» vîi nhau nh÷ th¸ n o?

Möc ti¶u thù nh§t cõa ch÷ìng l  tr£ líi cho c¥u häi tr¶n. Tr¶n cì sð �â

chóng tæi �÷a ra mèi li¶n h» v· chi·u cõa c¡c mæ�un �èi �çng �i·u �àa

ph÷ìng n y. Möc ti¶u thù hai cõa ch÷ìng l  ¡p döng c¡c k¸t qu£ tr¶n �º

nghi¶n cùu t½nh Cohen-Macaulay qua chuyºn ph¯ng. C¡c k¸t qu£ tr¼nh

b y trong Ch÷ìng n y �÷ñc l§y tø b i b¡o [28].

Tr÷îc h¸t chóng tæi tr¼nh b y v· mèi quan h» giúa c¡c tªp i�¶an

nguy¶n tè g­n k¸t cõa c¡c mæ�un �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng n¶u tr¶n.

2.1 Tªp c¡c i�¶an nguy¶n tè g­n k¸t

Nh­c l¤i r¬ng mët R-mæ�un M �÷ñc gåi l  mæ�un ph¯ng n¸u h m tû

tenxì M ⊗R � : MR → MR l  khîp. �çng c§u v nh f : R → S �÷ñc

gåi l  �çng c§u ph¯ng n¸u S l  R-mæ�un ph¯ng.

T½nh ch§t sau �¥y cho ta mèi li¶n h» giúa chi·u v  �ë s¥u cõa c¡c

mæ�un qua chuyºn ph¯ng (xem [19, �ành lþ 23.3], [5, �ành lþ A.11]).

Bê �· 2.1.1. Cho f : (R,m) → (S, n) l  �çng c§u �àa ph÷ìng giúa c¡c

v nh Noether �àa ph÷ìng, M,N t÷ìng ùng l  c¡c mæ�un húu h¤n sinh

tr¶n R v  S, gi£ thi¸t th¶m r¬ng N l  ph¯ng tr¶n R. Khi �â

(a) dimS(M ⊗R N) = dimRM + dimS N/mN.

(b) depthS(M ⊗R N) = depthRM + depthS N/mN.

Cho A l  R-mæ�un Artin. Ta �¢ bi¸t r¬ng khi �â A câ c§u tróc tü

nhi¶n nh÷ R̂-mæ�un Artin v  theo M»nh �· 1.3.4 ta luæn câ

AttR(A) = {P ∩R | P ∈ AttR̂(A)}.
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Têng qu¡t hìn, L. T. Nh n v  P. H. Quþ �¢ chùng minh �÷ñc t½nh ch§t

chuyºn tªp i�¶an nguy¶n tè g­n k¸t cõa mët mæ�un Artin qua �çng c§u

ph¯ng �àa ph÷ìng trong tr÷íng hñp v nh thî câ chi·u b¬ng 0 nh÷ sau.

Bê �· 2.1.2. [27, Bê �· 2.3]. Cho A l  R-mæ�un Artin. Gi£ sû (S, n)

l  mët v nh �àa ph÷ìng Noether v  ϕ : (R,m)→ (S, n) l  mët �çng c§u

ph¯ng �àa ph÷ìng. Gi£ thi¸t th¶m r¬ng dim(S/mS) = 0. Khi �â A⊗R S

l  S-mæ�un Artin v 

AttRA = {ϕ−1(S) | S ∈ AttS(A⊗R S)}.

Tr÷íng hñp v nh thî S/mS l  v nh Cohen-Macaulay câ chi·u d ta câ

k¸t qu£ sau cõa M. Brodmann v  R. Y. Sharp v· c¡c mæ�un �èi �çng

�i·u �àa ph÷ìng qua chuyºn ph¯ng.

Bê �· 2.1.3. [4, �ành lþ 2.1] Cho h : (R,m)→ (S, n) l  �çng c§u ph¯ng

�àa ph÷ìng giúa c¡c v nh �àa ph÷ìng sao cho S/mS l  v nh Cohen-

Macaulay câ chi·u d. Khi �â, vîi méi R-mæ�un N, v  méi sè nguy¶n j

ta câ

Hd+j
n

(
N ⊗R S

) ∼= Hd
n

(
Hj

m(N)⊗R S
)

v  Hd+j
n

(
N ⊗R S

)
6= 0 khi v  ch¿ khi Hj

m(N) 6= 0.

Nh÷ vªy, n¸u ta x²t �çng c§u ph¯ng �àa ph÷ìng ϕ : Rp → R̂P ð tr¶n

trong tr÷íng hñp rP = 0 th¼ do �ành lþ chuyºn cì sð ph¯ng (�ành lþ

1.2.4) H i
pRp

(Mp)⊗Rp
R̂P
∼= H i

PR̂P
(M̂P) n¶n theo Bê �· 2.1.2 ta câ

AttRp

(
H i

pRp
(Mp)

)
=
{
ϕ−1(QR̂P) | QR̂P ∈ AttR̂P

(
H i

PR̂P
(M̂P)

)}
.

Tuy nhi¶n, vîi rP > 0 v  gi£ sû H i
pRp

(Mp) 6= 0 th¼ H i
pRp

(Mp) ⊗Rp
R̂P

khæng l  R̂P-mæ�un Artin v¼

dim SuppR̂P

(
H i

pRp
(Mp)⊗Rp

R̂P

)
= rP > 0.
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Do �â H i
pRp

(Mp)⊗Rp
R̂P 6∼= H

i+rP

PR̂P
(M̂P). M°c dò vªy ta v¨n câ �¯ng c§u

sau.

Bê �· 2.1.4. Cho P ∈ Spec(R̂) vîi p = P ∩ R. N¸u R l  th÷ìng cõa

mët v nh Cohen-Macaulay �àa ph÷ìng th¼

H i
PR̂P

(M̂P) ∼=


H

rP

PR̂P

(
H

i−rP
pRp

(Mp)⊗ R̂P

)
if i ≥ rP

0 if i < rP.

Hìn núa, H i
PR̂P

(M̂P) 6= 0 n¸u v  ch¿ n¸u H
i−rP
pRp

(Mp) 6= 0 vîi måi i ≥ rP.

Chùng minh. Do R l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa

ph÷ìng n¶n thî h¼nh thùc R̂P/pR̂P l  Cohen-Macaulay. V¼ vªy ta suy

ra �÷ñc depth(R̂P/pR̂P) = dim(R̂P/pR̂P) = rP. L¤i câ ϕ : Rp → R̂P l 

�çng c§u ph¯ng �àa ph÷ìng v  Mp ⊗Rp
R̂P
∼= M̂P n¶n theo Bê �· 2.1.1

ta câ

depthR̂P
(M̂P) = depthR̂P

(Mp ⊗Rp
R̂P)

= depthRp
(Mp) + depth(R̂P/pR̂P)

= depthRp
(Mp) + rP ≥ rP.

Do �â H i
PR̂P

(M̂P) = 0 vîi måi i < rP. K¸t qu£ cho tr÷íng hñp i ≥ rP

suy ra ngay tø Bê �· 2.1.3. �

Chó þ r¬ng R l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa ph÷ìng

n¸u v  ch¿ n¸u R l  catenary phê döng v  måi thî h¼nh thùc cõa R l 

Cohen-Macaulay (xem [15, H» qu£ 1.2]). Do �â, theo [27, �ành lþ 3.7]

ta câ nguy¶n lþ n¥ng �àa ph÷ìng v  nguy¶n lþ n¥ng �¦y �õ cho i�¶an

nguy¶n tè g­n k¸t cõa c¡c mæ�un �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng. �¥y l  cæng

cö chõ y¸u �º chùng minh k¸t qu£ ch½nh cõa ph¦n n y.

Bê �· 2.1.5. Cho p ∈ Spec(R) v  i ≥ 0 l  mët sè nguy¶n. Gi£ sû r¬ng

R l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa ph÷ìng. Khi �â
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(a) AttRp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)

=
{
qRp | q ∈ AttR(H i

m(M)), q ⊆ p
}
;

(b) AttR̂(H i
m(M)) =

⋃
p∈AttR(Hi

m(M))

AssR̂(R̂/pR̂).

�ành lþ sau �¥y l  k¸t qu£ ch½nh cõa ph¦n n y cho ta mèi quan h»

giúa c¡c tªp i�¶an nguy¶n tè g­n k¸t cõa H i
pRp

(Mp) v  cõa H
i+rP

PR̂P
(M̂P).

�ành lþ 2.1.6. Cho R l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa

ph÷ìng. Gi£ sû P ∈ Spec(R̂) v  p = P ∩ R. �°t rP = dim
(
R̂P/pR̂P

)
.

Khi �â vîi b§t ký sè nguy¶n i ≤ dimMp, ta câ

(a) AttRp
H i

pRp
(Mp) =

{
QR̂P ∩Rp | QR̂P ∈ AttR̂P

H
i+rP

PR̂P
(M̂P)

}
.

(b) AttR̂P
H

i+rP

PR̂P
(M̂P) =

⋃
qRp∈AttRp H

i
pRp

(Mp)

Ass
(
R̂P/qR̂P

)
.

(c) Vîi måi Q ∈ Spec(R̂) thäa m¢n Q ⊆ P v  q = Q ∩ R, ta câ

QR̂P ∈ AttR̂P
H

i+rP

PR̂P
(M̂P) n¸u v  ch¿ n¸u qRp ∈ AttRp

H i
pRp

(Mp) v 

Q ∈ min V(qR̂).

Chùng minh. (a). Cho qRp ∈ AttRp
H i

pRp
(Mp). V¼ R l  th÷ìng cõa mët

v nh Cohen-Macaulay �àa ph÷ìng n¶n Rp công l  th÷ìng cõa mët v nh

Cohen-Macaulay �àa ph÷ìng. Do �â, theo nguy¶n lþ n¥ng �àa ph÷ìng

(Bê �· 2.1.5(a)) ta câ

qRq ∈ AttRq
H

i−dim(Rp/qRp)
qRq

(Mq).

V¼ ¡nh x¤ tü nhi¶n R → R̂ l  �çng c§u ph¯ng n¶n nâ thäa m¢n t½nh

ch§t going down. Do �â, tø gi£ thi¸t q ⊆ p v  P ∩ R = p suy ra tçn t¤i

Q ∈ min V(qR̂) sao cho Q ⊆ P. Theo �ành lþ chuyºn cì sð ph¯ng ta câ(
H

i−dim(Rp/qRp)
qRq

(Mq)
)
⊗Rq

R̂Q
∼= H

i−dim(Rp/qRp)

qR̂Q
(Mq ⊗Rq

R̂Q)

∼= H
i−dim(Rp/qRp)

QR̂Q
(M̂Q).

L¤i do ¡nh x¤ ϕ : Rq → R̂Q l  mët �çng c§u ph¯ng �àa ph÷ìng vîi

dim
(
R̂Q/qR̂Q

)
= 0 n¶n theo Bê �· 2.1.2, tçn t¤i mët i�¶an nguy¶n tè
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g­n k¸t Q1R̂Q ∈ AttR̂Q
H

i−dim(Rp/qRp)

QR̂Q
(M̂Q) sao cho qRq = Q1R̂Q ∩ Rq.

Suy ra Q1 ⊆ Q v  Q1∩R = q. V¼ Q ∈ min V(qR̂) n¶n ta câ Q = Q1. Do

�â QR̂Q ∈ AttR̂Q
H

i−dim(Rp/qRp)

QR̂Q
(M̂Q). Tø nguy¶n lþ n¥ng �àa ph÷ìng ta

câ

QR̂P ∈ AttR̂P
H

i−dim(Rp/qRp)+dim
(
R̂P/QR̂P

)
PR̂P

(M̂P).

Gi£ sû P1 ∈ min V(pR̂) sao cho P1 ⊆ P v  rP = dim(R̂P/pR̂P) =

dim(R̂P/P1R̂P). V¼ R l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa

ph÷ìng n¶n R/p v  R/q l  tüa khæng trën l¨n (theo thuªt ngú cõa M.

Nagata). Do vªy, dim(R̂/Q) = dim(R/q) v  dim(R̂/P1) = dim(R/p).

Suy ra

rP = dim(R̂/P1)− dim(R̂/P) = dim(R/p)− dim(R̂/P).

Chó þ r¬ng R v  R̂ l  catenary, bði vªy ta câ

i− dim(Rp/qRp) + dim
(
R̂P/QR̂P

)
= i− dim(R/q) + dim(R/p)

+ dim(R̂/Q)− dim(R̂/P)

= i + dim(R/p)− dim(R̂/P)

= i + rP.

Suy ra QR̂P ∈ AttR̂P
H

i+rP

PR̂P
(M̂P) vîi qRp = QR̂P ∩Rp. Nh÷ vªy,

AttRp
H i

pRp
(Mp) ⊆

{
QR̂P ∩Rp | QR̂P ∈ AttR̂P

H
i+rP

PR̂P
(M̂P)

}
.

Ng÷ñc l¤i, gi£ sû QR̂P ∈ AttR̂P
H

i+rP

PR̂P
(M̂P). Khi �â Q ⊆ P. Theo

�ành lþ chuyºn cì sð ph¯ng, vîi méi sè nguy¶n i ≥ 0, ta câ �¯ng c§u

H i
m(M) ∼= H i

mR̂(M̂)
c¡c R̂-mæ�un. Do �â theo nguy¶n lþ n¥ng �àa ph÷ìng

ta thu �÷ñc

Q ∈ AttR̂H
i+rP+dim(R̂/P)

mR̂
(M̂) = AttR̂H

i+rP+dim(R̂/P)
m (M).

V¼ R l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa ph÷ìng n¶n theo

nguy¶n lþ n¥ng �¦y �õ (Bê �· 2.1.2(b)) ta câ Q ∈ Ass(R̂/qR̂) vîi q n o
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�â thuëc AttRH
i+rP+dim(R̂/P)
m (M). L¤i theo nguy¶n lþ n¥ng �àa ph÷ìng,

ta suy ra �÷ñc

qRp ∈ AttRp
H

i+rP+dim(R̂/P)−dim(R/p)
pRp

(Mp).

Tø t½nh khæng trën l¨n cõa v nh R/p, ta câ thº kiºm tra �÷ñc r¬ng

rP = dim(R/p)−dim(R̂/P). Suy ra qRp ∈ AttRp
H i

pRp
(Mp). Hìn núa, v¼

Q ∈ Ass(R̂/qR̂) n¶n ta câ q = Q ∩R v  QR̂P ∈ Ass(R̂P/qR̂P). Do t½nh

ph¯ng cõa ¡nh x¤ tü nhi¶n Rp → R̂P n¶n ta câ thº suy ra tø [19, �ành lþ

23.2(i)] r¬ng QR̂P ∩Rp = qRp. Tø �â kh¯ng �ành (a) �÷ñc chùng minh.

(b). Gi£ sû QR̂P ∈ AttR̂P
H

i+rP

PR̂P
(M̂P). �°t q = Q∩R. B¬ng c¡ch chùng

minh t÷ìng tü nh÷ trong ph¦n cuèi cõa (a), ta câ thº ch¿ ra r¬ng qRp ∈

AttRp
H i

pRp
(Mp) v  QR̂P ∈ Ass(R̂P/qR̂P).

Ng÷ñc l¤i, gi£ sû qRp ∈ AttRp
H i

pRp
(Mp) v  QR̂P ∈ Ass(R̂P/qR̂P).

Khi �â q ⊆ p, Q ⊆ P v  Q ∈ AssR̂(R̂/qR̂). V¼ R/q l  khæng trën l¨n

n¶n Q ∈ min V(qR̂). Hìn núa, q = Q ∩ R n¶n theo nguy¶n lþ n¥ng �àa

ph÷ìng ta câ qRq ∈ AttRq
H

i−dim(Rp/qRp)
qRq

(Mq). V¼ Q ∈ min V(qR̂) n¶n

theo (a) ta �÷ñc QR̂Q ∈ AttR̂Q
H

i−dim(Rp/qRp)+rQ

QR̂Q
(M̂Q). L¤i theo nguy¶n

lþ n¥ng �àa ph÷ìng ta �÷ñc

QRP ∈ AttR̂P
H

i−dim(Rp/qRp)+rQ+dim(R̂P/QR̂P)

PR̂P
(M̂P).

V¼R/q l  khæng trën l¨n v Q ∈ AssR̂(R̂/qR̂) n¶n dim(R̂/Q) = dim(R/q).

Suy ra Q ∈ min V(qR̂) v  do �â rQ = dim(R̂Q/qR̂Q) = 0. Tø t½nh cate-

nary cõa R v  R̂ ta câ

i− dim(Rp/qRp) + rQ + dim(R̂P/QR̂P)

= i− dim(R/q) + dim(R/p) + dim(R̂/Q)− dim(R̂/P)

= i + dim(R/p)− dim(R̂/P) = i + rP.

Suy ra QRP ∈ AttR̂P
H

i+rP

PR̂P
(M̂P).
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(c). Cho Q ∈ Spec(R̂) vîi Q ⊆ P v  q = Q ∩ R. Theo (b) ta câ

QR̂P ∈ AttR̂P
H

i+rP

PR̂P
(M̂P) n¸u v  ch¿ n¸u qRp ∈ AttRq

H i
pRp

(Mp) v 

QR̂P ∈ Ass(R̂P/qR̂P). Chó þ r¬ng QR̂P ∈ Ass(R̂P/qR̂P) n¸u v  ch¿ n¸u

Q ⊆ P v Q ∈ Ass(R̂/qR̂). V¼ R/q l  khæng trën l¨n n¶nQ ∈ Ass(R̂/qR̂)

n¸u v  ch¿ n¸u Q ∈ min V(qR̂). Suy ra QR̂P ∈ AttR̂P
H

i+rP

PR̂P
(M̂P) n¸u v 

ch¿ n¸u qRp ∈ AttRq
H i

pRp
(Mp) v  Q ∈ min V(qR̂). �

2.2 Mèi li¶n h» v· chi·u cõa H i
pRp

(Mp) v  H
i+rP

PR̂P
(M̂P)

Nh÷ �¢ tr¼nh b y ð tr¶n, cho A l  R-mæ�un Artin th¼ A luæn câ c§u

tróc tü nhi¶n nh÷ R̂-mæ�un. Vîi c§u tróc n y, mët mæ�un con cõa A x²t

nh÷ R-mæ�un khi v  ch¿ khi nâ l  mæ�un con cõa A x²t nh÷ R̂-mæ�un.

Do �â A l  R̂-mæ�un Artin. �°t dimRA := dim(R/AnnRA). N¸u A = 0

th¼ chóng ta quy ÷îc r¬ng dimA = −∞.

Tø M»nh �· 1.3.2(ii) ta th§y chi·u cõa mët mæ�un Artin câ thº �÷ñc

t½nh b¬ng maximum cõa chi·u cõa c¡c i�¶an nguy¶n tè g­n k¸t cõa nâ

dimRA = max{dim(R/p) | p ∈ AttRA}.

Do �â, theo M»nh �· 1.3.4, ta luæn câ dimR̂A ≤ dimRA. Tr÷íng hñp A

l  mæ�un �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng Artin H i
m(M), ta câ d§u �¯ng thùc

ð tr¶n x£y ra khi R l  v nh th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa

ph÷ìng (xem [10, H» qu£ 3.2, 4.7] v  [23, M»nh �· 3.5]).

Bê �· 2.2.1. N¸u R l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa ph÷ìng

th¼

dimR(H i
m(M)) = dimR̂(H i

m(M)) ≤ i

vîi måi sè nguy¶n i ≥ 0.

V¼ vªy ta câ thº ¡p döng �ành lþ 2.1.6 �º so s¡nh chi·u cõa c¡c mæ�un
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�èi �çng �i·u �àa ph÷ìng Artin H i
pRp

(Mp) v  H
i+rP

PR̂P
(M̂P). Cö thº ta câ

�ành lþ sau.

�ành lþ 2.2.2. Cho R l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa

ph÷ìng. Gi£ sû P ∈ Spec(R̂) vîi p = P ∩ R. �°t rP = dim R̂P/pR̂P.

Khi �â vîi b§t ký sè nguy¶n i ≥ 0 ta câ

dimR̂P
H

i+rP

PR̂P
(M̂P) = dimRp

H i
pRp

(Mp) + rP.

Chùng minh. Gi£ sû i ≥ 0 l  mët sè nguy¶n. V¼ �çng c§u �àa ph÷ìng

Rp → R̂P l  ph¯ng v  v nh R̂P/pR̂P l  Cohen-Macaulay chi·u rP n¶n

tø Bê �· 2.1.4 ta câ H
i+rP

PR̂P
(M̂P) = 0 n¸u v  ch¿ n¸u H i

pRp
(Mp) = 0. Do

�â, n¸u H i
pRp

(Mp) = 0 th¼ c£ hai v¸ �·u b¬ng −∞.

Gi£ sû r¬ng H i
pRp

(Mp) 6= 0. �°t k = dimRp
H i

pRp
(Mp) th¼ k ≥ 0.

Theo M»nh �· 1.3.2(ii), tçn t¤i mët i�¶an nguy¶n tè g­n k¸t qRp ∈

AttRp
H i

pRp
(Mp) sao cho k = dim(Rp/qRp). V¼ q ⊆ p v  P ∩ R = p n¶n

tçn t¤i Q ∈ min V(qR̂) sao cho Q ⊆ P. Khi �â QR̂P ∈ AttR̂P
H

i+rP

PR̂P
(M̂P)

(theo �ành lþ 2.1.6(c)). Do �â, tø M»nh �· 1.3.2(ii) ta câ

dimR̂P
H

i+rP

PR̂P
(M̂P) ≥ dim(R̂P/QR̂P) = dim(R̂/Q)− dim(R̂/P).

V¼ R/q v  R/p l  khæng trën l¨n v  Q ∈ min V(qR̂) n¶n ta câ dim(R̂/Q)

= dim(R/q) v  rP = dim(R/p)− dim(R̂/P). Suy ra

dim(R̂/Q)− dim(R̂/P) = dim(R/q)− dim(R/p) + rP

= dim(Rp/qRp) + rP = k + rP.

Ng÷ñc l¤i, �°t t = dimR̂P
H

i+rP

PR̂P
(M̂P) th¼ theo Bê �· 2.1.4 ta câ t ≥ 0.

Tø M»nh �· 1.3.2(ii), tçn t¤i QR̂P ∈ AttR̂P
H

i+rP

PR̂P
(M̂P) sao cho t =

dim(R̂P/QR̂P). �°t q = Q ∩ R. Khi �â qRp ∈ AttRp
H i

pRp
(Mp) v  Q ∈

min V(qR̂) (theo �ành lþ 2.1.6(c)). Do �â, tø M»nh �· 1.3.2(ii) v  do
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t½nh catenary cõa R v  R̂, ta câ

dimRp
H i

pRp
(Mp) + rP ≥ dim(Rp/qRp) + rP

= dim(R/q)− dim(R/p) + rP

= dim(R̂/Q)− dim(R̂/P)

= dim(R̂P/QR̂P) = t.

�

H» qu£ sau �¥y mæ t£ t½nh khæng tri»t ti¶u, tªp c¡c i�¶an nguy¶n

tè g­n k¸t v  chi·u cõa mæ�un �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng c§p cao nh§t

H
rP

PR̂P

(
H i

pRp
(Mp)⊗Rp

R̂P

)
.

H» qu£ 2.2.3. Cho R l  th÷ìng cõa v nh Cohen-Macaulay �àa ph÷ìng,

P ∈ Spec(R̂), p = P ∩R v  rP = dim(R̂P/pR̂P). Gi£ sû H i
pRp

(Mp) 6= 0.

Khi �â, mæ�un �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng Hn
pRp

(Mp ⊗Rp
R̂P) 6= 0 khi v 

ch¿ khi n = rP.

Hìn núa, HrP

PR̂P
(H i

pRp
(Mp)⊗Rp

R̂P) l  R̂P-mæ�un Artin câ chi·u b¬ng

rP + dimRp
(H i

pRp
(Mp)) v  câ tªp i�¶an nguy¶n tè g­n k¸t l 

AttR̂P
(H

rP

PR̂P
(H i

pRp
(Mp)⊗Rp

R̂P))

= {QR̂P ∈ AssR̂P
(R̂P/qR̂P) | q ∈ AttR(H i+ht(p/q)

m (M))}.

Chùng minh. Theo Bê �· 2.1.4,HrP

PR̂P
(H i

pRp
(Mp)⊗Rp

R̂P) ∼= H
i+rP

PR̂P
(M̂P)

n¶n H
rP

PR̂P

(
H i

pRp
(Mp)⊗Rp

R̂P

)
l  R̂-mæ�un Artin. Chó þ r¬ng H i

pRp
(Mp)

l  mët Rp-mæ�un Artin n¶n nâ l  giîi h¤n thuªn cõa mët h» thuªn

{An}, trong �â méi An l  mët Rp-mæ�un câ �ë d i húu h¤n. V¼ ¡nh

x¤ tü nhi¶n Rp → R̂P l  ho n to n ph¯ng v  v nh R̂P/pR̂P l  Cohen-

Macaulay chi·u rP n¶n méi mæ�un An ⊗Rp
R̂P l  mët R̂P-mæ�un húu

h¤n sinh v  l  Cohen-Macaulay chi·u rP. Do �â Hn
PR̂P

(An ⊗Rp
R̂P) = 0

vîi måi n 6= rP. V¼ t½ch tenxì giao ho¡n vîi giîi h¤n thuªn v  h m tû
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�èi �çng �i·u �àa ph÷ìng công giao ho¡n vîi giîi h¤n thuªn n¶n ta suy

ra vîi måi n 6= rP th¼

Hn
PR̂P

(H i
pRp

(Mp)⊗Rp
R̂P) = Hn

PR̂P
(lim
−→

An ⊗Rp
R̂P)

= Hn
PR̂P

(lim
−→

(An ⊗Rp
R̂P))

= lim
−→

(Hn
PR̂P

(An ⊗Rp
R̂P)) = 0.

Theo Bê �· 2.1.4 v  �ành lþ 2.1.6, 2.2.2 ta câ �i·u ph£i chùng minh. �

D. Kirby [16, M»nh �· 2] �¢ chùng minh r¬ng câ mët �a thùc Hilbert-

Samuel cõa mæ�un Artin t÷ìng tü nh÷ �èi vîi mæ�un húu h¤n sinh v 

ta câ k¸t qu£ sau (xem [10, H» qu£ 2.5], [30, �ành lþ 6])

Bê �· 2.2.4. Cho A l  mët R-mæ�un Artin v  I l  i�¶an m-nguy¶n sì

cõa R. Khi �â `R(0 :A In) l  mët �a thùc vîi n� 0, v 

dimR̂A = deg `R(0 :A In)

= inf
{
t | ∃x1, . . . , xt ∈ m sao cho `R(0 :A (x1, . . . , xt)R) <∞

}
.

Gi£ sû dimR̂A = t v  at l  h» sè cao nh§t cõa �a thùc `R(0 :A In)

vîi n� 0. Theo Brodmann v  Sharp [4], bëi cõa A ùng vîi I , kþ hi»u

e′(I, A), �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau

e′(I, A) := att!.

Chó þ r¬ng H i
m(M) l  mët R-mæ�un Artin vîi måi sè nguy¶n i ≥ 0 v 

n¸u R l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa ph÷ìng th¼⋃
p∈AttR(Hi

m(M))

V(p) = V(AnnRH i
m(M))

= {p ∈ SuppRM | H i−dim(R/p)
pRp

(Mp) 6= 0},

(xem [4, M»nh �· 2.5]). Do �â theo [4, �ành lþ 2.4] ta câ cæng thùc bëi

li¶n k¸t cõa H i
m(M).
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Bê �· 2.2.5. Gi£ sû R l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa

ph÷ìng. Cho i ≥ 0 l  mët sè nguy¶n v  I l  mët i�¶an m-nguy¶n sì cõa

R. Khi �â

e′(I,H i
m(M)) =

∑
p∈AttR(Hi

m(M))

dim(R/p)=dimR(Hi
m(M))

`Rp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
e(I, R/p).

Ti¸p theo chóng tæi sû döng �ành lþ 2.1.6 v  cæng thùc bëi li¶n k¸t

trong Bê �· 2.2.5 �º �÷a ra mèi li¶n h» giúa sè bëi cõa H i
pRp

(Mp) v  cõa

H
i+rP

PR̂P
(M̂P).

�ành lþ 2.2.6. Gi£ sû r¬ng R l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay

�àa ph÷ìng. Cho IRp l  mët i�¶an pRp-nguy¶n sì cõa Rp, JR̂P l  i�¶an

cõa R̂P sao cho R̂P/(JR̂P +pR̂P) câ �ë d i húu h¤n. �°t LR̂P = IR̂P +

JR̂P. Khi �â LR̂P l  mët i�¶an PR̂P-nguy¶n sì cõa R̂P v 

e′(LR̂P, H
i+rP

PR̂P
(M̂P)) = e′(IRp, H

i
pRp

(Mp)).e(JR̂P, R̂P/pR̂P).

Chùng minh. D¹ th§y r¬ng LR̂P l  mët i�¶an PR̂P-nguy¶n sì cõa R̂P.

�°t k := dimRp
H i

pRp
(Mp) v 

T = {qRp ∈ AttRp
H i

pRp
(Mp) | dim(Rp/qRp) = k}.

Vîi méi qRp ∈ T, �°t

T (q) = {QR̂P | Q ∈ min V(qR̂),Q ⊆ P}.

V¼ R/q l  khæng trën l¨n n¶n ta câ

dim(R̂/Q) = dim(R/q) = k + dimR/p, vîi måi QR̂P ∈ T (q). Suy ra

dim(R̂P/QR̂P) = dim(R̂/Q)− dim(R̂/P) = k + rP,

vîi måi QR̂P ∈ T (q). Do �â theo �ành lþ 2.1.6(c) ta câ⋃
qRp∈T

T (q) = {QR̂P ∈ AttR̂P
H

i+rP

PR̂P
(M̂P) | dim(R̂P/QR̂P) = k + rP}.
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Gi£ sû QR̂P ∈
⋃

qRp∈T
T (q). Theo M»nh �· 1.3.2(iii) ta câ

QR̂P ∈ min AttR̂P
H

i+rP

PR̂P
(M̂P).

Suy ra AttR̂Q
H

i+rP−dim(R̂P/QR̂P)

QR̂Q
(M̂Q) = {QR̂Q} (theo Bê �· 2.1.2(a)).

V¼ Q ∈ min V(qR̂) v  R/q l  khæng trën l¨n n¶n

i + rP − dim(R̂P/QR̂P) = i− k.

Tø �â `R̂Q

(
H i−k

QR̂Q
(M̂Q)

)
<∞ (theo M»nh �· 1.3.2(ii)). DoQ ∈ min V(qR̂)

v  ¡nh x¤ Rq → R̂Q l  ho n to n ph¯ng n¶n

`R̂Q

(
H i−k

QR̂Q
(M̂Q)

)
= `R̂Q

(
H i−k

qRq
(Mq)⊗Rq

R̂Q

)
= `Rq

(
H i−k

qRq
(Mq)

)
.`R̂Q

(R̂Q/qR̂Q).

Do �â theo Bê �· 2.2.5 ta câ

e′(LR̂P, H
i+rP

PR̂P
(M̂P))

=
∑

QR̂P∈AttR̂P
H

i+rP

PR̂P
(M̂P)

dim(R̂P/QR̂P)=k+rP

`R̂Q

(
H

i+rP−dim(R̂P/QR̂P)

QR̂Q
(M̂Q)

)
.e(LR̂P, R̂P/QR̂P)

=
∑

qRp∈T

∑
QR̂P∈T (q)

`R̂Q

(
H i−k

QR̂Q
(M̂Q)

)
.e(LR̂P, R̂P/QR̂P).

=
∑

qRp∈T
`Rq

(
H i−k

qRq
(Mq)

)( ∑
QR̂P∈T (q)

`R̂Q
(R̂Q/qR̂Q)e(LR̂P, R̂P/QR̂P)

)
Vîi méi qRp ∈ T , chó þ r¬ng

dim(R̂P/qR̂P) = dim
(
Rp/qRp ⊗Rp

R̂P

)
= dim(Rp/qRp) + dim(R̂P/pR̂P) = k + rP.

Do �âQR̂P ∈ T (q) n¸u v  ch¿ n¸uQR̂P ∈ Ass(R̂P/qR̂P) v  dim(R̂P/QR̂P)

= dim(R̂P/qR̂P). Do �â vîi méi qRp ∈ T , tø cæng thùc bëi li¶n k¸t cõa
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R̂P/qR̂P ùng vîi i�¶an LR̂P, ta câ∑
QR̂P∈T (q)

`R̂Q
(R̂Q/qR̂Q).e(LR̂P, R̂P/QR̂P) = e(LR̂P, R̂P/qR̂P).

V¼ ¡nh x¤ Rp → R̂P l  ho n to n ph¯ng, b¬ng c¡ch chùng minh t÷ìng

tü [8, Bê �· 6.2] ta câ

e
(
LR̂P, R̂P/qR̂P

)
= e
(
IR̂P + JR̂P, Rp/qRp ⊗Rp

R̂P

)
= e(IRp, Rp/qRp).e

(
JR̂P, R̂P/pR̂P

)
.

Do �â ta câ cæng thùc bëi li¶n k¸t cõa H i
pRp

(Mp) ùng vîi IRp

e′(LR̂P, H
i+rP

PR̂P
(M̂P))

=
( ∑

qRp∈T
`Rq

(
H i−k

qRq
(Mq)

)
.e(IRp, Rp/qRp)

)
e
(
JR̂P, R̂P/pR̂P

)
= e′

(
IRp, H

i
pRp

(Mp)
)
.e
(
JR̂P, R̂P/pR̂P

)
.

�

2.3 Quÿ t½ch khæng Cohen-Macaulay qua chuyºn ph¯ng

Khi nghi¶n cùu v· t½nh Cohen-Macaulay cõa v nh v  mæ�un th¼

nhúng v§n �· v· quÿ t½ch khæng Cohen-Macaulay công l  mët m£ng �·

t i thu hót �÷ñc sü quan t¥m cõa nhi·u nh  nghi¶n cùu. Nh­c l¤i r¬ng

M l  mæ�un Cohen-Macaulay n¸u depthM = dimM . Quÿ t½ch khæng

Cohen-Macaulay cõa M, kþ hi»u nCM(M), l  tªp hñp t§t c£ c¡c i�¶an

nguy¶n tè p cõa R sao cho Mp khæng l  Rp-mæ�un Cohen-Macaulay.

Quÿ t½ch khæng Cohen-Macaulay �¢ �÷ñc nghi¶n cùu bði mët sè nh 

to¡n håc nh÷ R. Hartshorne, P. Schenzel, N. T. C÷íng khi v nh cì sð

l  th÷ìng cõa mët v nh Gorenstein. C¡c nghi¶n cùu tªp trung chõ y¸u

v o t½nh ch§t �âng cõa quÿ t½ch theo tæpæ Zariski (xem [14], [39]), chi·u
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cõa quÿ t½ch (xem [6], [7]) v  mæ t£ mët sè quÿ t½ch li¶n quan �¸n t½nh

Cohen-Macaulay (xem [11], [26]). Trong �· t i n y, chóng tæi quan t¥m

�¸n quÿ t½ch khæng Cohen-Macaulay qua chuyºn ph¯ng.

X²t �çng c§u ph¯ng ϕ : Rp → R̂P. Cho P ∈ Spec(R̂), �°t p = P ∩ R

v  rP = dim
(
R̂P/pR̂P

)
. Tr÷îc h¸t l  mët k¸t qõa v· t¡c �ëng cõa �çng

c§u ph¯ng ϕ l¶n t½nh Cohen-Macaulay.

M»nh �· 2.3.1. Cho R l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa

ph÷ìng. Khi �â Mp l  Cohen-Macaulay n¸u v  ch¿ n¸u M̂P l  Cohen-

Macaulay.

Chùng minh. V¼ R l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa

ph÷ìng n¶n R̂P/pR̂P l  mët v nh Cohen-Macaulay chi·u rP. Do �â theo

t½nh ph¯ng cõa �çng c§u tü nhi¶n Rp → R̂P v  chó þ r¬ng Mp⊗Rp
R̂P
∼=

M̂P ta câ dimR̂P
M̂P = dimRp

Mp+rP v  depthR̂P
M̂P = depthRp

Mp+rP.

Suy ra Mp l  Cohen-Macaulay n¸u v  ch¿ n¸u M̂P l  Cohen-Macaulay.

�

K¸t qu£ ti¸p theo cho ta mèi li¶n h» giúa nCM(Mp) v  nCM(M̂P) qua

chuyºn ph¯ng.

M»nh �· 2.3.2. Cho R l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa

ph÷ìng. Khi �â

(a) nCM(Mp) =
{
QR̂P ∩Rp | QR̂P ∈ nCM(M̂P)

}
;

(b) nCM(M̂P) =
⋃

qRp∈nCM(Mp)
V(qR̂P).

Chùng minh. (a). Gi£ sû qRp ∈ nCM(Mp). Khi �â Mq khæng l  Cohen-

Macaulay. L§y Q ∈ min V(qR̂) sao cho Q ⊆ P. Th¸ th¼ M̂Q khæng

l  Cohen-Macaulay theo H» qu£ 2.3.1(a). Suy ra QR̂P ∈ nCM(M̂P)

and qRp = QR̂P ∩ Rp. Ng÷ñc l¤i, gi£ sû QR̂P ∈ nCM(M̂P) v  qRp =

QR̂P ∩Rp. Khi �â M̂Q khæng l  Cohen-Macaulay v  do �â Mq khæng l 
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Cohen-Macaulay theo H» qu£ 2.3.1(a). Suy ra qRp ∈ nCM(Mp).

(b). Gi£ sû QR̂P ∈ nCM(M̂P). �°t qRp = QR̂P ∩Rp. Theo chùng minh

(a) ð tr¶n, ta câ qRp ∈ nCM(Mp) v  QR̂P ∈ V(qR̂P). Ng÷ñc l¤i, gi£ sû

qRp ∈ nCM(Mp) v  QR̂P ∈ V(qR̂P). Let Q1 ∈ min(qR̂) sao cho Q1 ⊆ Q.

Khi �â Q1 ∩R = q v  Q1R̂P ∈ nCM(M̂P). Do �â, QR̂P ∈ nCM(M̂P). �
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Ch÷ìng 3

Mæ�un Cohen-Macaulay chi·u lîn

hìn s

Trong to n bë ch÷ìng n y ta luæn gi£ thi¸t (R,m) l  mët v nh

Noether �àa ph÷ìng, M l  mët R-mæ�un húu h¤n sinh vîi chi·u Krull

dimM = d. Möc ti¶u cõa ch÷ìng n y l  nghi¶n cùu v· mët mð rëng kh¡c

cõa mæ�un Cohen-Macaulay, �â l  lîp mæ�un Cohen-Macaulay chi·u lîn

hìn s, tªp trung chõ y¸u v o vi»c mæ t£ quÿ t½ch khæng Cohen-Macaulay

chi·u lîn hìn s v  nghi¶n cùu chi·u cõa quÿ t½ch n y qua chuyºn ph¯ng.

C¡c k¸t qu£ tr¼nh b y trong Ch÷ìng n y �÷ñc l§y tø b i b¡o [33] v  mët

ph¦n cõa b i b¡o [28].

3.1 Mæ�un Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s

Ta �¢ bi¸t r¬ng lîp mæ�un Cohen-Macaulay l  lîp mæ�un r§t quen

thuëc v  �âng vai trá quan trång trong �¤i sè giao ho¡n. Nh­c l¤i r¬ng

mët mæ�un húu h¤n sinh M tr¶n v nh �àa ph÷ìng Noether (R,m) l 

mæ�un Cohen-Macaulay n¸u måi h» tham sè cõa M l  M -d¢y ch½nh

quy. Câ nhi·u mð rëng cõa lîp mæ�un n y �¢ �÷ñc giîi thi»u v  thu

hót �÷ñc sü quan t¥m nghi¶n cùu cõa nhi·u nh  to¡n håc nh÷: lîp

mæ�un Buchsbaum, Cohen-Macaulay suy rëng, Cohen-Macaulay ch½nh
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t­c, Cohen-Macaulay suy rëng ch½nh t­c, Cohen-Macaulay d¢y, Cohen-

Macaulay suy rëng d¢y, ... Cho s ≥ −1 l  mët sè nguy¶n. Kh¡i ni»m

M -d¢y ch½nh quy chi·u lîn hìn s �÷ñc giîi thi»u trong [1] l  mët mð rëng

cõa kh¡i ni»m M -d¢y ch½nh quy quen thuëc v  mæ�un Cohen-Macaulay

chi·u lîn hìn s �÷ñc �ành ngh¾a bði N. Zamani [35] công l  mët trong

sè nhúng mð rëng cõa mæ�un Cohen-Macaulay.

�ành ngh¾a 3.1.1. (xem [1], [35]). Mët ph¦n tû x ∈ m �÷ñc gåi l 

M-ch½nh quy chi·u lîn hìn s n¸u x /∈ p vîi måi p ∈ AssRM thäa m¢n

dim(R/p) > s. Mët d¢y x1, . . . , xt ∈ m �÷ñc gåi l  M-d¢y ch½nh quy

chi·u lîn hìn s n¸u xi l  M/(x1, . . . , xi−1)M -ch½nh quy chi·u lîn hìn

s vîi måi i = 1, . . . , t. Ta nâi r¬ng M l  mët mæ�un Cohen-Macaulay

chi·u lîn hìn s n¸u måi h» tham sè cõa M l  M -d¢y ch½nh quy chi·u

lîn hìn s.

D¹ th§y r¬ng M -d¢y ch½nh quy chi·u lîn hìn s vîi s = −1, 0, 1 t÷ìng

ùng l  M -d¢y ch½nh quy, f-d¢y cõa M (theo thuªt ngú cõa N. T. C÷íng-

P. Schenzel-N. V. Trung [37]) v  d¢y ch½nh quy suy rëng cõa M (theo

L.T. Nh n [24]). Do �â, mæ�un Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s vîi

s = −1, 0, 1 t÷ìng ùng l  mæ�un Cohen-Macaulay, f-mæ�un �ành ngh¾a

trong [37] v  f-mæ�un suy rëng �÷ñc giîi thi»u trong [25]. Công d¹ d ng

kiºm tra �÷ñc r¬ng n¸uM l  Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s th¼M/xM

công l  Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s, vîi måi ph¦n tû tham sè x cõa

M .

Bê �· sau ch¿ ra mët sè �°c tr÷ng cõa mæ�un Cohen-Macaulay chi·u

lîn hìn s (xem [35, M»nh �· 2.4]).

Bê �· 3.1.2. C¡c ph¡t biºu sau l  t÷ìng �÷ìng:

(a) M l  Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s.
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(b) Vîi b§t ký mët ph¦n h» tham sè x1, . . . , xt cõa M v  b§t ký i�¶an

nguy¶n tè p ∈ Ass(M/(x1, . . . , xt)M) thäa m¢n dimR/p > s, ta luæn câ

dimR/p = d− t.

(c) Vîi b§t ký p ∈ SuppRM thäa m¢n dimR/p > s, ta luæn câ

depthMp + dimR/p = d.

(d) Vîi p ∈ SuppRM thäa m¢n dimR/p > s, ta câ Mp l  Cohen-

Macaulay v  dimMp + dimR/p = d.

Bê �· ti¸p theo, câ thº d¹ d ng suy ra �÷ñc tø [13, �ành lþ 3.7], [9, Bê

�· 3.1], cho ta mët �°c tr÷ng kh¡c cõa mæ�un Cohen-Macaulay chi·u

lîn hìn s thæng qua �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng.

Bê �· 3.1.3. Cho R l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa ph÷ìng.

Khi �â M l  Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s n¸u v  ch¿ n¸u

N-dimR(H i
m(M)) ≤ s

vîi måi sè nguy¶n i < dimM.

Sau �¥y l  mët k¸t qu£ v· t½nh Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s qua

�¦y �õ hâa.

M»nh �· 3.1.4. Cho R l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa

ph÷ìng. Khi �â M l  Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s n¸u v  ch¿ n¸u

M̂ l  Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s.

Chùng minh. N¸u R l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa

ph÷ìng th¼

N-dimRH i
m(M) = dimR̂H i

m(M) = N-dimR̂H i
mR̂

(M̂)

vîi måi i ≥ 0. Do �â, theo Bê �· 3.1.3 ta câ M l  Cohen-Macaulay

chi·u lîn hìn s n¸u v  ch¿ n¸u N-dimR(H i
m(M)) ≤ s vîi måi sè nguy¶n
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i < dimM, n¸u v  ch¿ n¸u N-dimR̂H i
mR̂

(M̂) ≤ s vîi måi sè nguy¶n

i < dim M̂, n¸u v  ch¿ n¸u M̂ l  Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s. �

3.2 Quÿ t½ch khæng Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s

Nh­c l¤i r¬ng quÿ t½ch khæng Cohen-Macaulay cõa mët R-mæ�un

M , kþ hi»u nCM(M), l  tªp hñp t§t c£ c¡c i�¶an nguy¶n tè p cõa R sao

cho Mp khæng l  Cohen-Macaulay. Cho i ≥ 0 l  mët sè nguy¶n. Theo M.

Brodmann v  R. Y. Sharp [4], gi£ gi¡ thù i cõa M, kþ hi»u Psuppi
R(M),

�÷ñc x¡c �ành l 

Psuppi
R(M) = {p ∈ SpecR | H i−dimR/p

pRp
(Mp) 6= 0}.

N«m 2010, N. T. C÷íng, L. T. Nh n v  N. T. K. Nga (xem [11]) �¢ dòng

gi£ gi¡ �º mæ t£ quÿ t½ch khæng Cohen-Macaulay cõa M nh÷ sau

nCM(M) =
⋃

06i<j6d

(Psuppi
R(M) ∩ Psuppj

R(M)).

T÷ìng tü nCM(M) v  gi£ gi¡ Psuppi
R(M), chóng tæi kþ hi»u nCM>s(M)

v  Psuppi
>s(M) t÷ìng ùng l  quÿ t½ch khæng Cohen-Macaulay chi·u lîn

hìn s v  gi£ gi¡ thù i chi·u lîn hìn s cõa M . Möc �½ch cõa chóng tæi

trong ph¦n n y l  mæ t£ quÿ t½ch khæng Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn

s thæng qua gi£ gi¡ thù i chi·u lîn hìn s cõa M . Tr÷îc h¸t chóng tæi

�÷a ra �ành ngh¾a sau.

�ành ngh¾a 3.2.1. (a) Quÿ t½ch khæng Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn

s cõa M, kþ hi»u nCM>s(M), �÷ñc x¡c �ành l  tªp t§t c£ c¡c i�¶an

nguy¶n tè cõa R sao cho Mp khæng l  Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s.

(b) Cho i ≥ 0 l  mët sè nguy¶n. Gi£ gi¡ thù i chi·u lîn hìn s cõa M,

kþ hi»u bði Psuppi
>s(M), �÷ñc �ành ngh¾a l 

Psuppi
>s(M) = {p ∈ SpecR | N-dimRp

(
H

i−dimR/p
pRp

(Mp)
)
> s}.
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Chó þ r¬ng n¸u s = −1 th¼ quÿ t½ch khæng Cohen-Macaulay chi·u lîn

hìn −1 l  quÿ t½ch khæng Cohen-Macaulay v  gi£ gi¡ thù i chi·u lîn

hìn −1 cõa M ch½nh l  gi£ gi¡ thù i cõa M . Nh÷ vªy, chóng ta �¢ câ

mæ t£ trong tr÷íng hñp s = −1. Vîi s ≥ 0 l  mët sè nguy¶n, chóng tæi

câ �ành lþ sau �¥y l  k¸t qu£ ch½nh cõa ph¦n n y.

�ành lþ 3.2.2.

nCM>s(M) ⊆
⋃

16i<j6d

(Psuppi
>s(M) ∩ Psuppj

>s(M)).

Bao h m thùc ng÷ñc l¤i công �óng khi R l  th÷ìng cõa mët v nh

Cohen-Macaulay �àa ph÷ìng. Hìn núa, n¸u M l  �¯ng chi·u th¼

nCM>s(M) =
⋃

16i<d

Psuppi
>s(M).

Chùng minh. Cho p ∈ nCM>s(M). Khi �âMp khæng l  Cohen-Macaulay

chi·u lîn hìn s. Theo Bê �· 3.1.3 tçn t¤i 1 6 t < dimMp sao cho

N-dimRp

(
H t

pRp
(Mp)

)
> s. �°t i = t + dim(R/p), ta câ

N-dimRp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
> s.

Suy ra p ∈ Psuppi
>s(M). �°t k = dimMp th¼ t < k. V¼ Mp khæng l 

Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s n¶n ta câ k > s. Do �â theo �ành lþ

1.3.11 ta suy ra r¬ng

N-dimRp
(Hk

pRp
(Mp)) = k > s.

�°t j = k + dim(R/p) th¼ N-dimRp

(
H

j−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
> s. �i·u n y k²o

theo p ∈ Psuppj
>s(M). Nh÷ vªy

p ∈ Psuppi
>s(M) ∩ Psuppj

>s(M).

V¼ 1 ≤ t < k = dimMp n¶n 1 ≤ i < j ≤ d. Khi �â

nCM>s(M) ⊆
⋃

16i<j6d

(Psuppi
>s(M) ∩ Psuppj

>s(M)).
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Ng÷ñc l¤i, gi£ sû p ∈ Psuppi
>s(M) ∩ Psuppj

>s(M), 1 ≤ i < j ≤ d. Ta câ

N-dimRp

(
H

j−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
> s v  N-dimRp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
> s.

D¹ th§y r¬ng j−dim(R/p) ≤ dimMp. Khi �â tçn t¤i t = j−dim(R/p) <

dimMp thäa m¢n

N-dimRp

(
H t

pRp
(Mp)

)
> s.

V¼ R l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa ph÷ìng n¶n tø Bê

�· 3.1.3 ta suy ra Mp khæng l  Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s. Do �â,

p ∈ nCM>s(M). �i·u n y cho ta bao h m thùc⋃
16i<j6d

(Psuppi
>s(M) ∩ Psuppj

>s(M)) ⊆ nCM>s(M).

Ti¸p theo gi£ sû M l  �¯ng chi·u. Khi �â Psuppi
>s(M) ⊆ Psuppd

>s(M),

vîi måi i < d. Thªt vªy, l§y b§t ký p ∈ Psuppi
>s(M), ta câ

N-dimRp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
> s.

V¼ R l  catenary v  M l  �¯ng chi·u n¶n dimMp = d−dimR/p. Do �â,

theo �ành lþ 1.3.11 ta câ

N-dimRp

(
H

d−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)

= d− dimR/p ≥ i− dimR/p

≥ N-dimRp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
> s.

Do �â, p ∈ Psuppd
>s(M). �i·u n y k²o theo

nCM>s(M) =
⋃

16i<j6d

(Psuppi
>s(M) ∩ Psuppj

>s(M))

=
⋃

16i<d

(Psuppi
>s(M).

Tø �â ta câ �i·u ph£i chùng minh. �

Chó þ r¬ng khi R khæng l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa

ph÷ìng th¼ d§u �¯ng thùc trong �ành lþ 3.2.2 l  khæng �óng. Sau �¥y

l  mët v½ dö.
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V½ dö 3.2.3. Gi£ sû (R,m) l  mët mi·n nguy¶n Noether �àa ph÷ìng

chi·u 2 �÷ñc x¥y düng bði Ferrand and Raynaud trong [36] sao cho

�¦y �õ m-adic R̂ cõa R câ i�¶an nguy¶n tè li¶n k¸t q̂ chi·u 1. Khi

�â R khæng l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa ph÷ìng. X²t

tr÷íng hñp s = 0, ta câ R l  Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn 0. Do �â,

nCM>0(R) = ∅. V¼ N-dimRp

(
H0

pRp
(Rp)

)
= 0 n¶n ta câ

Psupp1
>0(R) = {p ∈ SpecR | N-dimRp

(
H

1−dimR/p
pRp

(Rp)
)
> 0}

= {p ∈ SpecR | dimR/p = 0} = {m}.

M°t kh¡c, cho b§t ký p ∈ SpecR, dimR/p = 1 ta câ dimRp = dimR−

dimR/p = 1. Suy ra N-dimRp

(
H1

pRp
(Rp)

)
= 1. Khi �â

Psupp2
>0(R) = {p ∈ SpecR | N-dimRp

(
H

2−dimR/p
pRp

(Rp)
)
> 0}

= {m} ∪ {p ∈ SpecR | dimR/p = 1}.

Do �â nCM>0(R) ( (Psupp1
>0(R) ∩ Psupp2

>0(R)).

Ti¸p theo, chóng tæi nghi¶n cùu chi·u cõa quÿ t½ch khæng Cohen-

Macaulay chi·u lîn hìn s qua chuyºn ph¯ng.

�ành lþ 3.2.4. Cho s ≥ −1 l  mët sè nguy¶n. Gi£ sû P ∈ Spec(R̂) vîi

p = P∩R. Cho R l  th÷ìng cõa mët v nh Cohen-Macaulay �àa ph÷ìng.

Khi �â

(a) nCM>s(Mp) 6= ∅ n¸u v  ch¿ n¸u dim nCM>s(M̂P) ≥ rP

(b) N¸u nCM>s(Mp) 6= ∅, th¼ dim nCM>s(M̂P) = dim nCM>s(Mp) + rP.

Chùng minh. (a) Gi£ sû r¬ng nCM>s(Mp) 6= ∅. Khi �â ta câ thº chån

qRp ∈ nCM>s(Mp) sao cho dim nCM>s(Mp) = dim(Rp/qRp). Suy ra Mq

khæng l  Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s. Cho Q ∈ min V(qR̂) sao

cho Q ⊆ P. V¼ rQ = 0 n¶n theo H» qu£ 2.3.1(b) ta câ M̂Q khæng l 
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Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s. Suy ra QR̂P ∈ nCM>s(M̂P). Do �â

dim nCM>s(M̂P) ≥ dim(R̂P/QR̂P) = dim(R̂/Q)− dim(R̂/P)

= dim(R/q)− dim(R/p) + rP = dim(Rp/qRp) + rP

= dim nCM>s(Mp) + rP ≥ rP.

Ng÷ñc l¤i, gi£ sû r¬ng dim nCM>s(M̂P) ≥ rP.V¼ rP ≥ 0, ta câ nCM>s(M̂P)

6= ∅. Suy ra tçn t¤i QR̂P ∈ nCM>s(M̂P) sao cho dim(R̂P/QR̂P) ≥ rP.

Chó þ r¬ng M̂Q khæng l  Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s. Do �â theo

Bê �· 3.1.2 ta suy ra r¬ng ph£i x£y ra mët trong hai tr÷íng hñp sau:

Tr÷íng hñp 1: Tçn t¤i Q1R̂Q ∈ min AssR̂Q
(M̂Q) sao cho

s < dim
(
R̂Q/Q1R̂Q

)
< dim M̂Q;

Tr÷íng hñp 2: Tçn t¤i Q1R̂Q ∈ SuppR̂Q
(M̂Q) sao cho

dim
(
R̂Q/Q1R̂Q

)
> s v  M̂Q1

khæng l  Cohen-Macaulay.

Gi£ sû tr÷íng hñp 1 x£y ra. Khi �â Q1R̂P ∈ min AssR̂P
(M̂P). V¼

dim(R̂P/QR̂P) ≥ rP, n¶n ta câ

s + rP ≤ s + dim(R̂P/QR̂P) < dim
(
R̂P/Q1R̂P

)
< dim M̂Q + dim(R̂P/QR̂P) ≤ dim M̂P.

Suy ra M̂P khæng l  Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s + rP theo Bê �·

3.1.2. Do �â Mp khæng l  Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s theo H» qu£

2.3.1(b). Do �â, nCM>s(Mp) 6= ∅.

Gi£ sû tr÷íng hñp 2 x£y ra. Khi �â Q1R̂P ∈ SuppR̂P
(M̂P) sao cho

dim
(
R̂P/Q1R̂P

)
> s + dim(R̂P/QR̂P) ≥ s + rP

v  M̂Q1
khæng l  Cohen-Macaulay. Suy ra M̂P khæng l  Cohen-Macaulay

chi·u lîn hìn s + rP theo Bê �· 3.1.2. Theo chùng minh tr¶n, ta câ

nCM>s(Mp) 6= ∅.
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(b) V¼ nCM>s(Mp) 6= ∅, n¶n ta câ thº chån qRp ∈ nCM>s(Mp) sao cho

dim nCM>s(Mp) = dim(Rp/qRp). Khi �â Mq khæng l  Cohen-Macaulay

chi·u lîn hìn s. Gi£ sû Q ∈ min V(qR̂) sao cho Q ⊆ P. V¼ rQ = 0, n¶n

theo H» qu£ 2.3.1(b) ta suy ra M̂Q khæng l  Cohen-Macaulay chi·u lîn

hìn s. Suy ra QR̂P ∈ nCM>s(M̂P). Do �â

dim nCM>s(M̂P) ≥ dim(R̂P/QR̂P) = dim(R̂/Q)− dim(R̂/P)

= dim(R/q)− dim(R/p) + rP = dim nCM>s(Mp) + rP.

Ti¸p theo ta chùng minh bao h m thùc ng÷ñc l¤i. V¼ nCM>s(Mp) 6= ∅

n¶n theo (a), tçn t¤i QR̂P ∈ nCM>s(M̂P) sao cho

dim nCM>s(M̂P) = dim(R̂P/QR̂P) ≥ rP.

Tø M̂Q khæng l  Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s suy ra r¬ng M̂Q khæng

l  Cohen-Macaulay. �°t q = Q∩R. Theo H» qu£ 2.3.1(a) ta câMq khæng

l  Cohen-Macaulay. �°t

k := max
i<dimMq

dimRq
H i

qRq
(Mq)

th¼ k ≥ 0. Theo Bê �· 3.1.3, Mq l  Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn k v 

Mq khæng l  Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn k−1. Tø H» qu£ 2.3.1(b) suy

ra r¬ng M̂Q l  Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn k+rQ. Do �â s ≤ k+rQ−1.

D¹ d ng kiºm tra �÷ñc r¬ng

dim(Rp/qRp) = dim(R/q)− dim(R/p)

=
(

dim(R̂/Q) + rQ
)
−
(

dim(R̂/P) + rP
)

= dim(R̂P/QR̂P)− rP + rQ

=
(

dim nCM>s(M̂P)− rP
)

+ rQ.

V¼ dim
(

nCM>s(M̂P)
)
−rP ≥ 0 n¶n tçn t¤i mët i�¶an p1 cõa R n¬m giúa

q v  p sao cho dim(Rp/p1Rp) = dim
(

nCM>s(M̂P)
)
− rP v  ht(p1/q) =
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rQ. Do Mq khæng l  Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn k − 1 n¶n ta câ thº

¡p döng Bê �· 3.1.2 �º ch¿ ra r¬ng Mp1 khæng l  Cohen-Macaulay chi·u

lîn hìn k− 1 + rQ. V¼ s ≤ k− 1 + rQ n¶n Mp1 khæng l  Cohen-Macaulay

chi·u lîn hìn s. Suy ra p1Rp ∈ nCM>s(Mp). Do �â,

dim
(

nCM>s(Mp)
)
≥ dim

(
Rp/p1Rp

)
= dim

(
nCM>s(M̂P)

)
− rP.

�
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K�T LU�N

�· t i �¢ thu �÷ñc c¡c k¸t qu£ sau:

- H» thèng c¡c ki¸n thùc v· mæ�un �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng, biºu di¹n

thù c§p v  chi·u cõa c¡c mæ�un Artin, mæ�un Cohen-Macaulay, mæ�un

Cohen-Macaulay chi·u lîn hìn s, quÿ t½ch khæng Cohen-Macaulay.

- �÷a ra mèi li¶n h» giúa c¡c tªp i�¶an nguy¶n tè g­n k¸t, mèi li¶n

h» v· chi·u cõa c¡c mæ�un �èi �çng �i·u �àa ph÷ìng Artin H i
pRp

(Mp) v 

H
i+rP

PR̂P
(M̂P) qua chuyºn ph¯ng.

- Nghi¶n cùu t½nh Cohen-Macaulay, t½nh Cohen-Macaulay chi·u lîn

hìn s qua chuyºn ph¯ng.

- Mæ t£ quÿ t½ch khæng Cohen - Macaulay chi·u lîn hìn s qua c¡c tªp

gi£ gi¡ thù i chi·u lîn hìn s.
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