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PHẦN MỞ ĐẦU

1. Tính cấp thiết của vấn đề nghiên cứu

Phương pháp RBF - FD [6, 10, 11, 12, 13, 14, 17, 18, 20, 22, 23] là phương pháp không

lưới sử dụng nội suy hàm RBF (Radial Basis Function) với cách tiếp cận địa phương và dựa

trên sự rời rạc hóa giống như phương pháp FD (finite different). Phương pháp này sử dụng

các tập điểm rời rạc trong miền xác định để tính nghiệm tại các điểm này. Một lợi thế của kỹ

thuật rời rạc không lưới là chỉ cần dựa trên tập điểm độc lập phân bố bất kỳ. Do đó, chi phí

dành cho sinh lưới, duy trì lưới và cập nhật lưới được loại trừ.

Các nghiên cứu về phương pháp RBF-FD và ứng dụng giải phương trình đạo hàm riêng,

đã được các nhà khoa học trong và ngoài nước quan tâm. Các kết quả trong hướng nghiên

cứu này đã đạt được là: Xây dựng được một số cách tính véc tơ trọng số dựa trên ý tưởng

của phương pháp FD và phương pháp phần tử hữu hạn FEM (finite element method), xây

dựng thuật toán chọn tham số hình dạng tối ưu, xây dựng thuật toán chọn tâm nội suy, xây

dựng thuật toán làm mịn thích nghi. Các kết quả thử nghiệm trong [10, 12, 18, 20, 23] cho

thấy nghiệm xấp xỉ tìm được bởi phương pháp RBF-FD trên các bài toàn mẫu chính xác hơn

nhiều so với nghiệm xấp xỉ tìm được bởi phương pháp FD và FEM. Tuy nhiên, các nghiên

cứu trước đây mới chỉ quan tâm đến độ chính xác của lời giải số.

Trong phương pháp RBF-FD [10, 12, 18, 20, 23], với mỗi tâm nằm trong miền ta cần xác

định một véc tơ trọng số, véc tơ này được xác định khi xác định được bộ tâm nội suy nằm

trong lân cận của nó và véc tơ trọng số là nghiệm của hệ phương trình với ma trận hệ số là

ma trận thưa. Công đoạn xác định véc tơ trọng số là tốn kém thời gian và hoàn toàn độc lập

nhau, chính vì vậy vấn đề song song hóa trong phương pháp RBF-FD là khả thi và cấp thiết

để làm giảm đáng kể chi phí về mặt thời gian.

2. Mục tiêu, đối tượng, phạm vi, cách tiếp cận, phương pháp nghiên cứu

• Mục tiêu

– Xây dựng được thuật toán song song nhằm mục đích song song hóa quá trình xác

định véc tơ trọng số trong phương pháp RBF-FD;

– Đánh giá hiệu quả của giải pháp song song hóa bằng lý thuyết và thử nghiệm;
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– Thử nghiệm số trên tập dữ liệu phân tán lớn.

• Đối tượng nghiên cứu: Đề tài tập trung vào việc song song hoá quá trình chọn tâm và

tính véc tơ trọng số của phương pháp RBF-FD.

• Phạm vi nghiên cứu: Bài toán toán truyền nhiệt dừng.

• Cách tiếp cận:

Do các vấn đề có liên quan là những vấn đề trên thế giới đang nghiên cứu và phát

triển nên công việc đầu tiên cần phải tiến hành là thu thập và hệ thống hóa các tài

liệu chuyên môn liên quan đến những kết quả gần đây nhất về phương phương pháp

RBF-FD và các kỹ thuật xử lý song song.

Các bước tiến hành sẽ tuân theo quy trình: nghiên cứu, phân tích, thiết kế giải pháp,

cài đặt. Việc hợp tác với các tập thể và cá nhân trong và ngoài nước sẽ được đặc biệt

quan tâm, tận dụng tối đa chất xám và công nghệ mới, nâng cao chất lượng và hiệu quả

thực hiện đề tài.

• Phương pháp nghiên cứu: Phương pháp nghiên cứu của đề tài được lựa chọn là lý thuyết

kết hợp với thực nghiệm. Quá trình được tiến hành dựa trên việc tìm hiểu tài liệu, cài

đặt thử nghiệm sau đó đánh giá kết quả thực nghiệm và cải tiến nhằm nâng cao chất

lượng.
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Chương 1

Kiến thức cơ sở

Trong chương này chúng tôi sẽ trình bày các kiến thức cơ sở liên quan đến đề tài, bao

gồm: 1.1 Giới thiệu về bài toán truyền nhiệt dừng; 1.2 Khái niệm bài toán nội suy dữ liệu

phân tán; 1.3 Khái niệm hàm cơ sở bán kính; 1.4 Ma trận xác định dương, hàm xác định

dương; 1.5 Nội suy với hàm cơ sở bán kính và cuối cùng là 1.6 Một số kiến thức cơ bản về lý

thuyết xử lý song song.

1.1. Bài toán truyền nhiệt dừng

Bài toán truyền nhiệt một chiều:

Phương trình truyền nhiệt một chiều [2] hay phương trình mô tả hiện tượng truyền nhiệt

trong thanh vật chất đồng chất có dạng

∂u
∂ t

= k
∂ 2u
∂x2 , a < x < b, t > 0, k = const > 0, (1.1)

trong đó u = u(t,x) là nhiệt độ của thanh vật chất ở vị trí x tại thời điểm t, ∂u
∂ t là mức độ thay

đổi của nhiệt độ tại một điểm nào đó theo thời gian, ∂ 2u
∂x2 là đạo hàm bậc 2 (lưu chuyển nhiệt)

của hàm nhiệt độ, k là hằng số truyền nhiệt (phụ thuộc vào vật liệu, độ dẫn nhiệt, mật độ và

dung tích nhiệt), a,b là các hằng số biển diễn độ dài của thanh vật chất.

Trong trường hợp k = k(x, t,u), tức là k phụ thuộc vào x, t,u , khi đó phương trình (1.1)

có dạng
∂u
∂ t

=
∂

∂x

[
k(x, t,u)

∂

∂x

]
, a < x < b, t > 0.

Khi thanh vật chất còn có một nguồn nhiệt (sinh nhiệt hay hấp thụ nhiệt) đặc trưng bởi

hàm f (x, t) thì ta có phương trình

∂u
∂ t

=
∂

∂x

[
k(x, t,u)

∂

∂x

]
+ f (x, t,u), a < x < b, t > 0.

Nếu k và f không phụ thuộc vào u thì ta có phương trình truyền nhiệt tuyến tính

∂u
∂ t

=
∂

∂x

[
k(x, t)

∂

∂x

]
−q(x, t)u+ f (x, t), a < x < b, t > 0.
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Nếu đến một thời điểm nhất định sự phân bố nhiệt trên thanh vật chất ổn định, không thay

đổi theo thời gian thì được gọi là hiện tượng truyền nhiệt đã dừng. Khi đó nhiệt độ không

thay đổi theo thời gian nên ∂u
∂ t = 0 và ta có phương trình truyền nhiệt dừng

d2u
dx2 = 0, a < x < b

hay
d
dx

[
k(x,u)

du
dx

]
= f (x,u), a < x < b

hay
d
dx

[
k(x,u)

du
dx

]
−q(x)u = f (x), a < x < b.

Bài toán truyền nhiệt hai chiều:

Phương trình truyền nhiệt trong môi trường phẳng đồng chất có dạng

∂u
∂ t

= k
(

∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2

)
, (x,y) ∈Ω, k = const. (1.2)

trong đó Ω là bản mỏng vật chất có biên là đường cong khép kín Γ nằm trong mặt phẳng Oxy,

u = u(t,x,y) là nhiệt độ của thanh vật chất ở vị trí (x,y) tại thời điểm t, ∂u
∂ t là mức độ thay

đổi của nhiệt độ tại một điểm nào đó theo thời gian, ∂ 2u
∂x2 ,

∂ 2u
∂y2 là đạo hàm bậc 2 (lưu chuyển

nhiệt) của hàm nhiệt độ của nhiệt độ theo hướng x và y.

Trong trường hợp tổng quát phương trình (1.2) có dạng

∂u
∂ t

=
∂

∂x

[
f1 (x,y, t,u)

∂u
∂x

]
+

∂

∂y

[
f2 (x,y, t,u)

∂u
∂y

]
+ f (x,y, t,u) , (x,y) ∈Ω, t > 0 (1.3)

hay khi f1, f2, f không phụ thuộc vào u thì phương trình (1.3) có dạng

∂u
∂ t

=
∂

∂x

[
f1 (x,y, t)

∂u
∂x

]
+

∂

∂y

[
f2 (x,y, t)

∂u
∂y

]
−q(x,y, t)u+ f (x,y, t) , (x,y) ∈Ω, t > 0.

(1.4)

Các phương trình (1.2),(1.3),(1.4) được gọi là các phương trình truyền nhiệt 2 chiều [2].

Nếu đến một thời điểm nhất định sự phân bố nhiệt trên bản mỏng vật chất ổn định, không

thay đổi theo thời gian thì được gọi là hiện tượng truyền nhiệt dừng. Khi đó nhiệt độ không

thay đổi theo thời gian nên ∂u
∂ t = 0 và phương trình truyền nhiệt dừng có dạng

∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2 = 0, (x,y) ∈Ω (1.5)
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hay

∂

∂x

[
f1 (x,y,u)

∂u
∂x

]
+

∂

∂y

[
f2 (x,y,u)

∂u
∂y

]
= f (x,y,u) , (x,y) ∈Ω,

∂

∂x

[
f1 (x,y)

∂u
∂x

]
+

∂

∂y

[
f2 (x,y)

∂u
∂y

]
−q(x,y)u = f (x,y) , (x,y) ∈Ω.

Phương trình (1.5) với vế phải khác 0 khi đó ta có phương trình Poisson hai chiều

∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2 = f (x,y) , (x,y) ∈Ω. (1.6)

Bài toán tìm hàm u = u(x,y) thỏa mãn phương trình (1.6) với điều kiện biên

u(x,y) = g(x,y) , (x,y) ∈ Γ (1.7)

được gọi là bài toán biên Dirichlet đối với phương trình Poisson.

Ý nghĩa vật lý của bài toán là mô tả sự phân bố nhiệt đã ổn định trong mặt phẳng Ω khi

phân bố nhiệt độ tại biên Γ của Ω ổ định là g(x,y).

Bài toán truyền nhiệt ba chiều:

Tương tự như trong không gian hai chiều, thay bản mỏng vật chất bằng một khối vật chất

Ω có mặt biên khép kín Γ, đặt trong không gian Oxyz. Khi đó phương trình truyền nhiệt trong

môi trường không gian đồng chất là

∂u
∂ t

= k
(

∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2 +

∂ 2u
∂ z2

)
, (x,y,z) ∈Ω, k = const (1.8)

hay dạng tổng quát của phương trình (1.8) là

∂u
∂ t

=
∂

∂x

[
f1 (x,y,z, t,u)

∂u
∂x

]
+

∂

∂y

[
f2 (x,y,z, t,u)

∂u
∂y

]
+

∂

∂ z

[
f3 (x,y,z, t,u)

∂u
∂ z

]
+ f (x,y,z, t,u) , (x,y,z) ∈Ω, t > 0. (1.9)

Nếu f1, f2, f3, f không phụ thuộc vào u thì phương trình (1.9) có dạng

∂u
∂ t

=
∂

∂x

[
f1 (x,y,z, t)

∂u
∂x

]
+

∂

∂y

[
f2 (x,y,z, t)

∂u
∂y

]
+

∂

∂ z

[
f3 (x,y,z, t)

∂u
∂ z

]
−q(x,y,z, t)u+ f (x,y,z, t) , (x,y,z) ∈Ω, t > 0. (1.10)

Các phương trình (1.8),(1.9),(1.10) được gọi là các phương trình truyền nhiệt 3 chiều [2].

Phương trình truyền nhiệt dừng ba chiều có dạng

∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2 +

∂ 2u
∂ z2 = 0, (x,y,z) ∈Ω
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hay

∂

∂x

[
f1 (x,y,z,u)

∂u
∂x

]
+

∂

∂y

[
f2 (x,y,z,u)

∂u
∂y

]
+

∂

∂ z

[
f3 (x,y,z,u)

∂u
∂ z

]
= f (x,y,z,u) , (x,y,z) ∈Ω,

∂

∂x

[
f1 (x,y,z)

∂u
∂x

]
+

∂

∂y

[
f2 (x,y,z)

∂u
∂y

]
+

∂

∂ z

[
f2 (x,y,z)

∂u
∂ z

]
−q(x,y,z)u

= f (x,y,z) , (x,y,z) ∈Ω.

Phương trình Poisson với điều kiện biên Dirichlet trong không gian là bài toán tìm hàm

u = u(x,y,z) thỏa mãn

∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2 +

∂ 2u
∂ z2 = f (x,y,z) , (x,y,z) ∈Ω, (1.11)

u(x,y,z) = g(x,y,z) , (x,y,z) ∈ Γ. (1.12)

1.2. Nội suy dữ liệu phân tán

Cho bộ dữ liệu (xi,yi), i = 1,2, . . . ,n,xi ∈ Rd,yi ∈ R, trong đó xi là các vị trí đo, yi là các

kết quả tại vị trí đo. Giả sử u1,u2, . . . ,un là các hàm cơ sở của không gian tuyến tính các hàm

d biến liên tục [22]. Ký hiệu

F = span{u1,u2, . . . ,un}=

{
n

∑
k=1

ckuk, ck ∈ R

}
.

Bài toán nội suy: Tìm hàm Pf ∈ F thỏa mãn

Pf (xi) = yi, i = 1,2, . . . ,n. (1.13)

Vì Pf ∈ F nên

Pf (x) =
n

∑
k=1

ckuk(x), x ∈ Rd, (1.14)

từ (1.13) và (1.14) ta có

Ac = y, (1.15)

trong đó

A =

 u1(x1) · · · un(x1)
· · · · · · · · ·

u1(xn) · · · un(xn)

 , (1.16)
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c = [c1, . . . ,cn]
T , y = [y1, . . . ,yn]

T .

Phương trình (1.15) có nghiệm duy nhất khi det(A) 6= 0, câu hỏi đặt ra là chọn cơ sở

{u1,u2, . . . ,un} như thế nào để điều kiện trên được thỏa mãn? Trong trường hợp d = 1 thì ta

có thể chọn cơ sở là

{u1,u2, . . . ,un}=
{

1,x,x2, . . . ,xn−1} .
Định nghĩa 1.2.1. (Không gian Haar) Giả sử Ω ⊂ Rd chứa ít nhất n điểm và F ⊂ C(Ω)

là không gian tuyến tính n chiều. Ta nói F là không gian Haar n chiều trên Ω nếu với bất

kỳ các điểm phân biệt x1,x2, . . . ,xn ∈ Ω và f1, f2, . . . , fn ∈ R, thì tồn tại hàm s ∈ V sao cho

s(xi) = fi, i = 1,2, . . . ,n [22].

Định lý 1.2.1. V là không gian Haar n chiều khi và chỉ khi với bất kỳ các điểm phân biệt

x1,x2, . . . ,xn ∈ Ω và cơ sở u1,u2, . . . ,un của V , ta luôn có det(A) 6= 0, trong đó ma trận A

được xác định bởi (1.16) [22].

Sự tồn tại của không gian Haar đảm bảo tính khả nghịch của ma trận nội suy, nghĩa là tồn

tại duy nhất nghiệm của Bài toán nội suy (1.13). Không gian các đa thức một biến bậc n−1

chính là không gian Haar n chiều với tập dữ liệu (x j;y j), x j,y j ∈ R, j = 1, . . . ,n.

Định lý 1.2.2. (Mairhuber Curtis) Giả sử rằng Ω⊂Rd, d ≥ 2, chứa một điểm trong. Khi đó

không tồn tại không gian Haar của các hàm liên tục trên Ω [22].

Định lý Mairhuber Curtis cho thấy rằng nếu muốn giải được bài toán nội suy dữ liệu phân

tán nhiều biến thì cơ sở cần phụ thuộc vào các vị trí dữ liệu. Để thu được các không gian xấp

xỉ phụ thuộc dữ liệu, chúng ta cần xét các hàm xác định dương và ma trận xác định dương.

1.3. Hàm cơ sở bán kính

Định nghĩa 1.3.1. Một hàm φ : Rd→R được gọi là hàm cơ sở bán kính (RBF) nếu ở đó tồn

tại một hàm ϕ : [0,+∞)→ R sao cho

φ(x) = ϕ(||x||2),

trong đó ||x||2 là chuẩn Euclid [22].

Khi nhân r với một số lớn hơn không thì hàm φ(x) vẫn là xác định dương, nên khi thêm

tham số hình dạng δ > 0 vào hàm φ ta có Bảng 1.2 sau:
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Bảng 1.1: Một số hàm cơ sở bán kính, trong đó r = ||x− xk||.

Tên hàm Viết tắt Định nghĩa
Multiquadric MQ φmq(r) =

√
1+ r2

Inverse multiquadric IMQ φimq(r) = 1/
√

1+ r2

Gaussian Gauss φg(r) = e−r2

Bảng 1.2: Một số hàm cơ sở bán kính với tham số hình dạng δ > 0.

Tên hàm Viết tắt Định nghĩa
Multiquadric MQ φmq(r) =

√
δ 2 + r2

Inverse multiquadric IMQ φimq(r) = 1/
√

δ 2 + r2

Gaussian Gauss φg(r) = e−(r/δ )2

1.4. Ma trận xác định dương, hàm xác định dương

Ma trận xác định dương:

Định nghĩa 1.4.1. Ma trận thực, đối xứng A = [Ai j]n×n được gọi là xác định dương nếu dạng

toàn phương tương ứng không âm, tức là

n

∑
i=1

n

∑
j=1

c jckAi j ≥ 0, c = (c1,c2, . . . ,cn)
T ∈ Rn

hay

cT Ac≥ 0 c = (c1,c2, . . . ,cn)
T ∈ Rn.

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi c = (0,0, . . . ,0)T [22].

Tính chất quan trọng của ma trận xác định dương là các giá trị riêng của nó dương, do đó

ma trận xác định dương là không suy biến.

Với cơ sở uk, nếu Bài toán nội suy (1.13) tạo ra ma trận nội suy A xác định dương thì hệ

(1.15) có nghiệm duy nhất.

Hàm xác định dương:

Định nghĩa 1.4.2. Hàm Φ : Rd→R liên tục, được gọi là xác định dương trên Rd nếu và chỉ

nếu nó là hàm chẵn và với mọi bộ tâm phân biệt từng đôi một X = {x1,x2, . . . ,xn} ⊂ Rd , với
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mọi véc tơ c = (c1,c2, . . . ,cn) ∈ Rn thì dạng toàn phương

n

∑
j=1

n

∑
k=1

c jckΦ(x j− xk)≥ 0. (1.17)

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi c là véc tơ 0 [22, 13].

Định nghĩa 1.4.3. Hàm một biến φ : [0,+∞)→ R được gọi là xác định dương trên Rd nếu

hàm nhiều biến tương ứng Φ(x) = ϕ(||x||), x ∈ Rd , là xác định dương [22, 13].

Từ định nghĩa trên và tính chất của ma trận xác định dương ta thấy có thể sử dụng các

hàm xác định dương un = Φ(x− xk) là hàm cơ sở bán kính RBF và khi đó ta có:

Pf (x) =
n

∑
k=1

ckΦ(x− xk).

Ma trận nội suy A = [Ai j]n×n, với Ai j = uk(xi) = Φ(xi− x j); i, j = 1, . . . ,n.

Định nghĩa 1.4.4. Một hàm được gọi là hàm bán kính xác định dương nếu nó vừa là hàm

bán kính vừa đồng thời xác định dương [22, 13].

Giả sử Φ(x) là hàm xác định dương và được xác định

Φk(x) = Φ(x− xk) = ϕ(||x− xk||), k = 1,2, . . . ,n, x ∈ Rd.

Khi đó ma trận của bài toán nội suy theo hàm Φ(x) có dạng

A =

 Φ(0) · · · Φ(x1− xn)
· · · · · · · · ·

Φ(xn− x1) · · · Φ(0)

 .

Theo định nghĩa hàm xác định dương thì det(A) 6= 0.

1.5. Nội suy hàm cơ sở bán kính

Giả sử có bộ tâm {xk, k = 1,2, . . . ,n} và hàm Φ(x) sao cho

Φk(x) = Φ(x− xk) = ϕ(||x− xk||), k = 1,2, . . . ,n, x ∈ Rd.

Khi đó, nội suy hàm số dựa trên các hàm cơ sở bán kính là tìm hàm

Pf (x) =
n

∑
k=1

ckΦk(x) =
n

∑
k=1

ckϕ(||x− xk||)
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thỏa mãn điều kiện nội suy (1.13).

Nếu Φk(x) là hàm xác định dương thì theo điều kiện nội suy ta có

Pf (xi) = yi, i = 1,2, . . . ,n

hay
n

∑
k=1

ckϕ(||xi− xk||) = yi, i = 1,2, . . . ,n

hay

Ac = y,

trong đó

A =


Φ(0) Φ(x1− x2) · · · Φ(x1− xn)

Φ(x2− x1) Φ(0) · · · Φ(x2− xn)
· · · · · · · · · · · ·

Φ(xn− x1) Φ(xn− x2) · · · Φ(0)

 ,

c = [c1, . . . ,cn]
T , y = [y1, . . . ,yn]

T .

Theo định nghĩa hàm xác định dương ta có det(A) 6= 0.

1.6. Một số kiến thức cơ bản về lý thuyết xử lý song song

Định nghĩa:

Định nghĩa 1.6.1. Xử lý song song là quá trình xử lý gồm nhiều tiến trình được kích hoạt

đồng thời và cùng tham gia giải quyết một vấn đề, nói chung là thực hiện trên những đa bộ

xử lý [1].

Một trong các mục đích chính của xử lý song song là nghiên cứu và xây dựng những thuật

toán thích hợp để cài đặt trên các máy tính song song, nghĩa là phát triển các thuật toán song

song. Đối với thuật toán tuần tự thì chúng ta có thể thống nhất cách đánh giá dựa vào thời

gian thực hiện thuật toán, không gian bộ nhớ và khả năng lập trình. Đánh giá thuật toán song

song thì phức tạp hơn nhiều, ngoài những tiêu chuẩn trên còn phải bổ sung thêm những tham

số về số bộ xử lý, khả năng của các bộ nhớ cục bộ, sơ đồ truyền thông và các giao thức đồng

bộ hoá, v.v.

Để cài đặt các thuật toán song song trên các máy tính song song chúng ta phải sử dụng

những ngôn ngữ lập trình song song. Nhiều ngôn ngữ lập trình song song đang được sử dụng

như: Fortran 90, nCUBE C, Occam, C-Linda, PVM với C/C++, CDC 6600, v.v.
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Thuật toán song song:

Thuật toán song song là một tập các tiến trình hoặc các tác vụ có thể thực hiện đồng thời

và có thể trao đổi dữ liệu với nhau để kết hợp cùng giải một bài toán đặt ra. Thuật toán song

song có thể xem như là một tập hợp các đơn thể độc lập, một số trong số chúng có thể thực

hiện tương tranh trên máy tính song song [1]. Để thiết kế được các thuật toán song song cần

phải thực hiện.

• Phân chia dữ liệu cho các tác vụ.

• Chỉ ra cách truy cập và chia sẻ dữ liệu.

• Phân các tác vụ cho các tiến trình (bộ xử lý).

• Các tiến trình được đồng bộ ra sao.

Khi thiết kế một thuật toán song song có thể sử dụng một số nguyên lí chính trong thiết kế

thuật toán song song

• Nguyên lý lập lịch: Sử dụng các thuật toán lập lịch cho các bộ xử lý để giảm tối thiểu

thời gian tính toán.

• Nguyên lý hình ống: Nguyên lý này được áp dụng khi bài toán xuất hiện một dãy các

thao tác {T1,T2, ...,Tn}, trong đó Ti+1 thực hiện sau khi Ti kết thúc.

• Nguyên lý chia để trị: Chia bài toán thành những phần nhỏ hơn tương đối độc lập với

nhau và giải quyết chúng một cách song song.

Có ba cách tiếp cận để thiết kế thuật toán song song:

1. Song song hoá những thuật toán tuần tự, biến đổi những cấu trúc tuần tự để tận dụng

khả năng song song tự nhiên của tất cả các thành phần trong hệ thống xử lý.

2. Thiết kế thuật toán song song mới trên cơ sở thuật toán song song đã có.

3. Thiết kế thuật toán song song hoàn toàn mới thích ứng với những cấu trúc song song.

Như vậy, cách làm thông dụng là biến đổi các thuật toán tuần tự về song song, hay chuyển từ

một dạng song song về dạng song song phù hợp hơn sao vẫn bảo toàn được tính tương đương

trong tính toán. Do đó, khi biến đổi chúng ta cần trả lời hai câu hỏi
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• Kiến trúc nào phù hợp cho bài toán?

• Những bài toán loại nào sẽ xử lý hiệu quả trong kiến trúc song song cho trước?

Phân tích và đánh giá thuật toán song song:

Để đánh giá được độ phức tạp tính toán của các thuật toán song song, ngoài số bước tính

toán chúng ta còn cần đánh giá thời gian truyền thông của các tiến trình [19]. Trong một hệ

thống truyền thông, thời gian truyền thông cũng phải được xem trong thời gian thực hiện của

thuật toán. Thời gian thực hiện song song, ký hiệu là tp gồm hai phần tcomp và tcomm

tp := tcomp + tcomm,

trong đó, tcomp là thời gian tính toán và tcomm - thời gian truyền thông dữ liệu.

Thời gian tính toán tcomp được xác định giống như thuật toán tuần tự. Khi có nhiều tiến

trình tiến trình thực hiện đồng thời thì tính thời gian thực hiện của tiến trình phức tạp nhất

(thực hiện lâu nhất). Trong phân tích độ phức tạp tính toán, chúng ta luôn giả thiết rằng, tất

cả các bộ xử lý là giống nhau và thao tác cùng một tốc độ như nhau. Đối với những cụm máy

tính không thuần nhất thì điều này không đảm bảo do vậy, việc đánh giá thời gian tính toán

của những hệ như thế là rất phức tạp.

Thời gian truyền thông tcomm lại phụ thuộc vào kích cỡ của các thông điệp, vào cấu hình

kết nối mạng đường truyền và cả cách thức truyền tải thông điệp, v.v. Công thức ước lượng

thời gian truyền thông được xác định như sau

tcomm := tstartup +n× tdata,

trong đó tstartup là thời gian cần thiết để gửi những thông điệp không phải là dữ liệu. Nó bao

gồm cả thời gian để đóng gói thông điệp ở nơi gửi và thời gian mở gói ở nơi nhận. Để đơn

giản chúng ta giả thiết thời gian này là hằng số. tdata là thời gian cần thiết để chuyển một từ

dữ liệu (một mục dữ liệu) từ nơi gửi tới nơi nhận, được giả thiết là hằng số và n là số từ dữ

liệu được trao đổi trong hệ thống.

Đánh giá thuật toán tuần tự có thể căn cứ chủ yếu vào thời gian thực hiện được tính theo

hàm của kích cỡ dữ liệu vào (input). Hàm này được gọi là độ phức tạp tính toán thời gian

f (n) của thuật toán và được ký hiệu là O( f (n)) và O(1) ký hiệu cho một hằng số bất kỳ. Một

cách hình thức O(g(x)) được định nghĩa như sau:
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Định nghĩa 1.6.2. Cho g(x), f (x) là hai hàm có giá trị dương. Ta nói một thuật toán có độ

phức tạp tính toán f (x) = O(g(x)) khi và chỉ khi tồn tại số C dương và số nguyên x0 sao cho

0≤ f (x)≤C×g(x), với mọi số lượng dữ liệu vào x≥ x0.

Độ phức tạp tính toán của thuật toán song song không chỉ phụ thuộc vào kích cỡ của dữ

liệu đầu vào mà còn phụ thuộc vào kiến trúc máy tính song song và số lượng các bộ xử lý

được phép sử dụng trong hệ thống.

Độ phức tạp thời gian là thước đo quan trọng nhất đánh giá mức độ hiệu quả của thuật

toán song song. Chúng ta giả thiết rằng mô hình tính toán có p bộ xử lý. Nghĩa là mức độ

song song là có giới hạn. Ngược lại, mức độ song song không bị giới hạn khi số các bộ xử lý

là không bị chặn.

Độ phức tạp thời gian của thuật toán song song sử dụng p bộ xử lý để giải một bài toán

có kích cỡ n là hàm f (n, p) xác định thời gian cực đại trôi qua giữa thời điểm bắt đầu thực

hiện thuật toán bởi một bộ xử lý và thời điểm kết thúc của các bộ xử lý đối với bộ dữ liệu vào

bất kỳ. Có hai loại thao tác khác nhau trong các thuật toán song song

• Các phép toán cơ sở như +, -, ×, /, AND, OR, v.v.

• Các phép toán truyền dữ liệu trên các kênh truyền.

Độ phức tạp thời gian của thuật toán song song được xác định bởi số các phép toán cơ sở

và số các bước truyền tải dữ liệu giữa các bộ xử lý với nhau. Từ đó suy ra, độ phức tạp thời

gian của thuật toán song song không chỉ phụ thuộc vào mô hình tính toán mà còn phụ thuộc

vào số bộ xử lý được sử dụng.

Nói chung, chương trình tính toán song song thường bắt đầu bằng việc nhập dữ liệu vào

bộ nhớ và kích hoạt một phần tử xử lý. Mỗi bước tính toán, phần tử xử lý này có thể đọc một

số dữ liệu từ bộ nhớ, thực hiện một số phép toán cơ sở và ghi kết quả vào bộ nhớ riêng hoặc

bộ nhớ chung. Đồng thời mỗi bước tính toán, một phần tử xử lý có thể kích hoạt một hay một

số phần tử xử lý khác. Thực tế thì các máy tính đều có số bộ xử lý là hữu hạn, nên những

thuật toán song song không bị giới hạn chỉ có nghĩa sử dụng khi chúng có thể chuyển đổi về

thuật toán song song bị giới hạn.

Có ba cách định nghĩa khái niệm liên quan đến độ phức tạp của thuật toán song song
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• Một thuật toán song song có độ phức tạp tính toán O(T ) với P bộ xử lý khi nó thực

hiện nhiều nhất là O(T ×P) phép toán cơ sở (định lý Brent).

• Một thuật toán song song có độ phức tạp tính toán O(T ) sử dụng rất nhiều bộ xử lý để

thực hiện O(e) phép toán cơ sở khi cài đặt với P bộ xử lý thì sẽ có độ phức tạp thời

gian là O(
[ e

P

]
+T ).

• Một thuật toán song song có độ phức tạp tính toán O(T ) với P bộ xử lý có thể cài đặt

với
[

P
p

]
,1≤ p≤ P bộ xử lý thì sẽ có độ phức tạp thời gian là O(p×T ).

Kết quả thứ 2 chỉ ra rằng khi số bộ xử lý được sử dụng giảm xuống trong một phạm vi

nhất định thì thuật toán tiếp tục làm việc nhưng thời gian thực hiện sẽ tăng lên. Kết quả thứ

3 khẳng định rằng có cách để cài đặt thuật toán song song khi số các bộ xử lý được sử dụng

bị giảm xuống.

Mức độ hiệu quả của thuật toán được thể hiện ở mức độ song song của thuật toán. Mức

độ song song của thuật toán là số lượng cực đại các phép toán độc lập có thể thực hiện đồng

thời ở mỗi thời điểm thực hiện của thuật toán. Ký hiệu P(W ) là độ song song của thuật toán,

thì thuật toán hiệu quả giải để giải bài toán có cỡ W là những thuật toán chỉ cần sử dụng

nhiều nhất P(W ) bộ xử lý. Ngoài ra, để đánh giá được thuật toán song song chúng ta còn phải

xét tới hệ số gia tốc của nó. Hệ số gia tốc của thuật toán song song sử dụng p bộ xử lý được

xác định bởi công thức

Sp =
tS
tp
, 1≤ Sp ≤ p,

trong đó tS là thời gian thực hiện tính toán trên một bộ xử lý và tp là thời gian thực hiện tính

toán trên p bộ xử lý, với giả thiết là bộ xử lý tuần tự và bộ xử lý song song là như nhau.
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Chương 2

Tính toán song song cho phương pháp
RBF-FD trong không gian hai chiều .

Trong chương này chúng tôi sẽ trình bày các phần sau: 2.1 Giới thiệu về véc tơ trọng số

trong công thức vi phân số; 2.2 Cách rời rạc bài toán truyền nhiệt dừng; 2.3 Thuật toán tuần

tự chọn bộ tâm hỗ trợ; 2.4 Song song hóa việc chọn bộ tâm hỗ trợ và tính véc tơ trọng số; 2.5

Thử nghiệm số và cuối cùng là phần Kết luận.

Các kết quả trong chương này được công bố trong [3, 4, 5].

2.1. Véc tơ trọng số trong công thức vi phân số

Giả sử D là toán tử vi phân tuyến tính và X = {xi}n
i=0 là bộ tâm phân bố không đều trong

Rd . Ta sẽ tìm công thức vi phân số của toán tử D

Du(x)≈
n

∑
i=0

wi(x)u(xi), (2.1)

được xác định bởi các trọng số wi = wi(x). Véc tơ w = [w0, . . . ,wn]
T được gọi là stencil hay

còn gọi là véc tơ trọng số.

Thật vậy, véc tơ trọng số trong công thức (2.1) có thể được tìm bằng nội suy dữ liệu phân

tán như sau:

Cho s là một xấp xỉ của u trên bộ tâm phân tán X = {x0, . . . ,xn} ⊂ Rd với các giá trị

tương ứng (xi,u(xi)) có dạng

s =
m

∑
i=0

aisi,

trong đó si, i = 0, . . . ,m là các hàm cơ sở và véc tơ hệ số a = [a0, . . . ,am]
T phụ thuộc tuyến

tính vào u|X ,

ai =
n

∑
j=0

bi ju(x j), i = 0, . . . ,m,

hay

a = B ·u|X , (2.2)
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trong đó B = [bi j]
m,n
i=0, j=0.

Để tìm công thức vi phân của toán tử D, ta xấp xỉ

Du(x)≈ Ds(x) =
m

∑
i=0

aiDsi(x) =
n

∑
j=0

( m

∑
i=0

bi jDsi(x)
)

u(x j) =
n

∑
j=0

w ju(x j),

và ta nhận được công thức (2.1) với stencil w = [w0, . . . ,wn]
T được cho bởi

w j =
m

∑
i=0

bi jDsi(x), j = 0, . . . ,n,

hay

w = BT · [Dsi(x)]mi=0. (2.3)

Xét trường hợp m = n và các hệ số a j thu được bằng cách giải bài toán nội suy không suy

biến

s(xi) =
n

∑
j=0

a js j(xi) = u(xi), i = 0, . . . ,n,

hay

SX a = u|X ,

hay

a = S−1
X u|X ,

trong đó SX := [s j(xi)]
n
i, j=0. Từ (2.2), (2.3) suy ra B = S−1

X và véc tơ trọng số w được tính bởi

công thức

w = S−T
X · [Dsi(x)]ni=0,

hay giải hệ phương trình tuyến tính

ST
X w = [Dsi(x)]ni=0, (2.4)

hay
n

∑
i=0

wis j(xi) = Ds j(x), j = 0, . . . ,n.

Độ chính xác của véc tơ trọng số liên quan trực tiếp đến độ chính xác của phương pháp xấp

xỉ.

Trong phương pháp không lưới RBF-FD, véc tơ trọng số w có thể được tìm bằng nội suy

Hermite (xem chi tiết trong [5, 10]) với cách tiếp cận toàn cục, tuy nhiên khi giải bài toán

bằng các tiếp cận này dẫn đến số điều kiện của ma trận tăng lên khi số tâm nội suy tăng hoặc
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miền có hình học phức tạp. Vì vậy, véc tơ w chủ yếu được tìm bằng sử dụng nội suy hàm cơ

sở bán kính RBF [3, 4, 10, 18], với hàm nội suy cơ sở bán kính s của hàm u có dạng

s(x) =
n

∑
j=0

a jΦ(x− x j), Φ(x) := ϕ(‖x‖),x ∈ Rd,

trong đó ϕ : R+→ R là hàm xác định dương và ‖x‖ là chuẩn Euclid. Khi đó véc tơ trọng số

w trong công thức (2.4) được tìm bởi công thức

ΦX w = DΦ(x0− .)|X , (2.5)

với ΦX := [Φ(xi− x j)]
n
i, j=0,DΦ(x0− .)|X := [Ds(x0− xi)]

n
i=0.

Khi tìm véc tơ trọng số trong các thử nghiệm số, các tác giả đã dùng hàm RBF Gauss

ϕ(r) = e−(cr)2
, đây là hàm xác định dương đối với mọi giá trị tham số hình dạng c > 0 (xem

chi tiết [11]). Với hàm này, ma trận ΦX có dạng

ΦX = [e−c2‖xi−x j‖2
]ni, j=1.

Khi đó Laplacian của hàm Gauss Φ(x) = e−c2‖x‖2
là

∆Φ(x) = 2c2e−c2‖x‖2
(2c2‖x‖2−d).

Trong phần tiếp theo, ta sử dụng công thức vi phân số (2.1) để rời rạc bài toán truyền nhiệt

dừng (1.6)-(1.7), trong đó toán tử vi phân D là toán tử Laplace ∆, xem thêm trong [4, 10, 18].

2.2. Rời rạc bài toán truyền nhiệt dừng

Bài toán truyền nhiệt dừng (1.6)-(1.7) được việt dưới dạng bài toán Dirichlet đối với

phương trình Poisson trong không gian hai chiều là:

Cho miền mở Ω ⊂ R2 và các hàm số f xác định trên Ω, g được xác định trên ∂Ω. Tìm

u : Ω→ R sao cho

∆u = f trên Ω, (2.6)

u|∂Ω = g. (2.7)

Bài toán được rời rạc hóa như sau:
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Gọi Ξ ⊂ Ω là bộ hữu hạn các tâm rời rạc, ∂Ξ := Ξ∩ ∂Ω và Ξint := Ξ \ ∂Ξ. Giả sử với

mỗi ζ ∈ Ξint, bộ Ξζ ⊂ Ξ được chọn sao cho ζ ∈ Ξζ và

Ξ =
⋃

ζ∈Ξint

Ξζ .

Đối với mỗi ζ ∈ Ξint, sử dụng công thức (2.1) đối với toán tử Laplace ∆ ta được

∆u(ζ )≈ ∑
ξ∈Ξζ

wζ ,ξ u(ξ ), (2.8)

trong đó [wζ ,ξ ]ξ∈Ξζ
là các véc tơ trọng số. Khi đó bài toán (2.6)–(2.7) được rời rạc thành hệ

phương trình tuyến tính

∑
ξ∈Ξζ

wζ ,ξ û(ξ ) = f (ζ ), ζ ∈ Ξint, (2.9)

û(ξ ) = g(ξ ), ξ ∈ ∂Ξ. (2.10)

Nếu hệ phương trình (2.9)–(2.10) không suy biến thì giải hệ ta sẽ tìm được nghiệm xấp xỉ

của bài toán là û : Ξ→ R.

Khi thực hiện trên miền hình vuông Ω ⊂ R2, phương pháp được trình này là phương

pháp sai phân hữu hạn, Ξ là lưới đều và (2.8) là công thức sai phân 5 - điểm đối với toán tử

Laplace.

Độ chính xác của phương pháp khi giải bài toán (2.9)–(2.10) phụ thuộc vào cách chọn

bộ tâm hỗ trợ tính toán véc tơ trọng số Ξζ . Hiện nay có nhiều thuật toán chọn Ξζ , xem

[10, 18, 20, 23]. Trong phần tiếp theo, chúng tôi xin giới thiệu thuật toán chọn tâm [18,

Thuật toán 1] được đề xuất gần đây nhất và đề xuất song song hóa thuật toán này cùng với

tính véc tơ trọng số trong [3].

2.3. Thuật toán chọn tâm

Ý tưởng của thuật toán:

Với mỗi ζ ∈ Ξint, ta chọn được tập Ξζ = {ζ ,ζ1, . . . ,ζn} ⊂ Ξ, trong đó các điểm ζ1, . . . ,ζn

được xếp theo thứ tự ngược chiều kim đồng hồ đối với ζ . Đặt

µ(ζ1, . . . ,ζn) :=
n

∑
i=1

α
2
i , α(ζ1, . . . ,ζn) := min

1≤i≤n
αi, α(ζ1, . . . ,ζn) := max

1≤i≤n
αi,
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trong đó αi là góc giữa các tia ζ ζi, ζ ζi+1 theo hướng ngược chiều kim đồng hồ, với chu

trình ζn+i := ζi. Vì ∑
n
i=1 αi = 2π , nên biểu thức ∑

n
i=1 α2

i đạt giá trị nhỏ nhất khi các tia ζ ζi

phân bố đều hay các góc αi bằng nhau α1 = · · ·= αn = 2π/n. Trong thực nghiệm rất khó để

chọn được các điểm ζ1, . . . ,ζi sao cho biểu thức ∑
n
i=1 α2

i đạt giá trị nhỏ nhất đối với tập con

{ζ1, . . . ,ζn} của tập hữu hạn Ξ, nên trong [10, 18] các tác giả sử dụng µ làm độ đo các góc

đều khi so sánh 2 tập con cùng dạng và các thuật toán sử dụng điều kiện dừng

α(ζ1, . . . ,ζn)≤ vα(ζ1, . . . ,ζn),

với v > 1.0.

Các thuật toán đều bắt đầu với k điểm gần nhất, sau đó thay thế điểm ζ j bởi các điểm có

khoảng cách lớn hơn ξ ∈ Ξ\Ξζ sao cho µ(ζ1, . . . ,ζk) nhỏ hơn. Mặt khác, vì các điểm ở gần

cũng phù hợp, nên thuật toán chọn tâm trong [18] sử dụng thêm điều kiện dừng thứ hai

‖ζ −ξ‖ ≥ c
2k

k

∑
j=1

(
‖ζ j−ζ‖+‖ζ j−ζ j+1‖

)
,

với hệ số c > 1.0 và ξ ∈ Ξ\Ξζ .

Thử nghiệm số cho thấy, các giá trị v = 2.5 , c = 3.0 được xác định là cho kết quả tốt và

luôn chọn k = 6 để đảm bảo mật độ của ma trận hệ số (2.10) có thể so sánh với mật độ của

ma trận hệ số của phương pháp phần tử hữu hạn với hàm tuyến tính, xem chi tiết trong [10].

Để tính toán nhanh, ban đầu các thuật toán chọn m = 50 điểm gần nhất và nhân đôi khích

thước tập được chọn khi quá trình thay thế đã hết.

Nội dung của thuật toán:

Algorithm 1. [Thuật toán 1, [18]] Thuật toán ODP chọn tập các tâm hỗ trợ

Input: Ξ, ζ .

Output: Ξζ .

Các tham số: k (số điểm trong Ξζ \{ζ}), v > 1.0 (tham số góc đều ), c > 1.0 (khoảng cách),

và m > k. Các giá trị tham số được sử dụng trong thử nghiệm số k = 6, v = 2.5, c = 3.0 và

m = 50.

I. Tìm m điểm gần nhất ξ1, . . . ,ξm trong Ξ\{ζ} đến ζ , sắp xếp theo chiều tăng dần về mặt

khoảng cách đến ζ , tập ban đầu Ξζ := {ζ ,ζ1, . . . ,ζk}= {ζ ,ξ1, . . . ,ξk} và i := k+1.
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II. While i≤ m:

1. Nếu ‖ζ −ξi‖ ≥ c
2k ∑

k
j=1
(
‖ζ j−ζ‖+‖ζ j−ζ j+1‖

)
, thì STOP và trả về Ξζ .

2. Tính các góc α ′1, . . . ,α
′
k+1 được tạo bới tập mở rộng {ζ ′1, . . . ,ζ ′k+1}= {ζ1, . . . ,ζk,ξi}.

Nếu các góc giữa tia ζ ξi và hai tia lân cận của nó lớn hơn góc nhỏ nhất α ′ :=

α(ζ ′1, . . . ,ζ
′
k+1):

a. Tìm j sao cho α ′j = α ′. Chọn p = j hoặc p = j+1 phụ thuộc vào α ′j−1 < α ′j+1

hoặc α ′j−1 ≥ α ′j+1.

b. Nếu µ({ζ ′1, . . . ,ζ ′k+1}\{ζ ′p})< µ(ζ1, . . . ,ζk):

i) Cập nhập Ξζ := {ζ ,ζ1, . . . ,ζk}= {ζ ,ζ ′1, . . . ,ζ ′k+1}\{ζ ′p}.

ii) Nếu α(ζ1, . . . ,ζk)≤ vα(ζ1, . . . ,ζk), thì STOP và trả về Ξζ .

3. Nếu i = m:

Tìm m điểm gần nhất tiếp theo ξm+1, . . . ,ξ2m trong Ξ \ {ζ} đến ζ , xếp theo

chiều tăng dần về mặt khoảng cách đến ζ và đặt m := 2m.

4. Đặt i := i+1.

Khi giải bài toán (2.9)–(2.10), với mỗi ζ ∈ Ξint sử dụng thuật toán ODP chọn được bộ

tâm hỗ trợ tính toán véc tơ trọng số Ξζ và tính toán véc tơ trọng số wζ tương ứng với bộ

tâm này (xem chi tiết trong [18]). Công đoạn này hoàn toàn độc lập trên mỗi ζ ∈ Ξint và rất

tốn thời gian, đặc biệt với các bài toán có dữ liệu lớn, nên cần được song song hóa. Trong

phần tiếp theo chúng tôi sẽ trình bày quá trình song song hóa công đoạn nói trên và các thử

nghiệm số để thấy được sự hiệu quả của quá trình này (tham khảo [3]).

Độ phức tạp của thuật toán 1: Giả sử tập các tâm rời rạc Ξ có q điểm và tập Ξint có n

điểm. Khi đó độ phức tạp tính toán của thuật toán 1 là O(n ·m · log(q)).

Thật vậy, với mỗi tâm ζ ∈ Ξint, chi phí tính toán đối với các bước trong thuật toán là:

I. Chi phí tính toán với bước I:

1. Thời gian tìm m điểm gần ζ nhất là m ·O(log(q)).

2. Thời gian sắp xếp m điểm theo chiều tăng dần về mặt khoảng cách đến ζ là O(m2).

3. Thời gian xác định k điểm đầu tiên là O(k).
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Áp dụng theo quy tắc cộng suy ra chi phí thời gian để xác định tập Ξζ ban đầu là

O(m · log(q)).

II. Chi phí để loại bỏ điểm "tồi" lấy điểm "tốt hơn" với m− k tâm còn lại như sau

1. Chi phí tính toán bước II.1 là (m− k) ·O(k2).

2. Chi phí tính toán các góc được tạo bởi các tập mở rộng ở bước II.2 là O(k+1).

a. Chi phí tính toán bước II.2.a là O((k+1)2).

b. Chi phí tính toán bước II.2.b là O(1).

Sử dụng quy tắc cộng ta có chi phí tính toán của bước II.2 là O((m−k) · log(k+1)2).

3. Chi phí tính toán bước II.3 là m ·O(log(k+1)2).

4. Chi phí tính toán bước II.4 là O(1).

Vậy chi phí tính toán của thuật toán theo quy tắc cộng là O(n ·m · log(q)).

2.4. Song song hóa việc chọn tâm và tính véc tơ trọng số

Ý tưởng thuật toán

Giả sử có N bộ xử lý và Ξ ⊂ Ω̄ là tập các tâm rời rạc hữu hạn, Ξint là tập các tâm nằm

trong miền.

• Trước tiên, ta cần phân hoạch Ξint thành N phần xấp xỉ bằng nhau, tương ứng với N bộ

xử lý;

• Tiếp theo, thực hiện thuật toán ODP trên mỗi bộ xử lý để tìm tập Ξζ và tính véc tơ

trọng số wζ tương ứng với Ξζ , đồng thời lưu trữ các véc tơ trọng số vừa tìm được vào

tập wζ .

Để thực hiện được tính toán song song khi sử dụng thuật toán ODP và tính véc tơ trọng số,

ta cần phân luồng dữ liệu đầu vào phù hợp. Nghĩa là, tách và phân phối n tâm trong tập Ξint

đều khắp trên N bộ xử lý, sao cho mỗi bộ xử lý có số tâm gần bằng nhau, tương ứng là

Ξ
(i)
int :=

{
ζ
(i)
j : j = 1,2, . . . ,n(i)

}
, i = 1,2, . . . ,N
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với

n(1) ≈ n(2) ≈ ·· · ≈ n(N) ≈
[ n

N

]
.

Từ đó mỗi bộ xử lý sẽ tính số tập các tâm hỗ trợ Ξ
(i)
ζ j
, i = 1,2, . . . ,N, j = 1,2, . . . ,n(i) và véc

tơ trọng số w(i)
ζ j
, i = 1,2, . . . ,N, j = 1,2, . . . ,n(i) tương ứng. Quá trình xử lý song song như

trong sau:

Algorithm 2. [Thuật toán 2, [3]] Thuật toán tính toán song song

Input: Bộ tâm rời rạc Ξ,Ξint,N.

Output: Tập các véc tơ trọng số wζ ,ζ ∈ Ξint.

Các tham số: Các tham số của thuật toán ODP: k,v,c,m.

Khởi tạo wζ := /0.

I. Phân hoạch dữ liệu cho N bộ xử lý

1. n1 :=
[ n

N

]
; i := 1; j := 0.

2. While i≤ N

a. If i = N then n(i) := n1 (1−N)+n

Else n(i) := n1;

b. Ξ
(i)
int :=

{
ζ j+1,ζ j+2, . . . ,ζ j+n(i)

}
;

c. j := j+n(i);

d. i := i+1.

II. Đối với mỗi bộ xử lý thứ i ∈ N

1. Với mỗi ζ j ∈ Ξ
(i)
int

a. Sử dụng thuật toán chọn tâm ODP, tìm các tập Ξ
(i)
ζ j
, j = 1,2, . . . ,n(i);

b. Tính các véc tơ trọng số w(i)
ζ j
, j = 1,2, . . . ,n(i) bởi công thức (2.5) tương ứng với

các tập Ξ
(i)
ζ j
, j = 1,2, . . . ,n(i).

2. Lưu trữ các véc tơ trọng số vừa tính wζ := wζ ∪
{

wζ j
(i) : j = 1,2, . . . ,n(i)

}
.

Lưu đồ tính toán song song sử dụng thuật toán hỗ trợ chọn tâm ODP được biểu diễn trong

hình (3.1).

Để tìm độ phức tạp tính toán của thuật toán 2 ta tính chi phí tính toán đối với các bước

trong thuật toán như sau:
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Hình 2.1: Lưu đồ song song hóa thuật toán hỗ trợ chọn tâm ODP và tính véc tơ trọng số.

I. Chi phí thời gian phân hoạch dữ liệu cho N bộ xử lý

1. Chi phí tính toán bước I.1 là O(1).

2. Chi phí thời gian tính toán bước I.2 là n
N ·O(log(n))

a. Chi phí tính toán bước I.2.a là O(1).

b. Chi phí tính toán bước I.2.b là n
N ·O(log(n)).
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c. Chi phí tính toán bước I.2.c là O(1).

d. Chi phí tính toán bước I.2.d là O(1).

Do đó chi phí tính toán phân hoạch n cho N bộ xử lý ở bước I.2 là O( n
N · log(n)).

Áp dung quy tắc cộng ta có chi phí thời gian phân hoạch dữ liệu ở bước I là O( n
N ·

log(n)).

II. Chi phí thời gian tính toán trên mỗi bộ xử lý như sau

1. Chi phí tính toán bước II.1:

a. Chi phí tính toán cho thuật toán ODP trên mỗi bộ xử ý là O( n
N ·m · log(q)).

b. Chi phí tính toán bước II.1.b là O( n
N · log(k+1)).

Do đó chi phí tính toán bước II.1 là O( n
N ·m · log(q)).

2. Chi phí tính toán bước II.2 là O(1).

Áp dụng quy tắc cộng ta có chi phí tính toán bước II là O( n
N ·m · log(q)).

Vì thời gian truyền dữ liệu cho các bộ xử lý là không đáng kể và giữa các bộ xử lý không

truyền dữ liệu cho nhau nên thời gian truyền thông của các bộ xử lý bằng 0. Vây thuật toán 2

có chi phí tính toán là O( n
N · log(n))+O( n

N ·m · log(q)).

2.5. Thử nghiệm số

Mục tiêu của thử nghiệm là so sánh hiệu quả về mặt thời gian giữa việc sử dụng thuật

toán tuần tự và sử dụng thuật toán song song hóa quá trình chọn bộ tâm hỗ trợ và tính véc tơ

trọng số cho phương pháp RBF-FD giải phương trình Poisson, điều này được thể hiện thông

qua thời gian chạy của số bộ xử lý trong các thử nghiệm số.

Chúng tôi thử nghiệm trên bộ tâm Ξ được tạo bởi PDE Toolbox của MATLAB cho FEM.

Với phương pháp RBF-FD, chỉ sử dụng lưới thô nhất của FEM, sau đó sử dụng Thuật toán 2

trong [18] để thêm các điểm vào bộ tâm Ξ qua các lần làm mịn, xem chi tiết trong [10, 18].

Véc tơ trọng số được tính bằng cách sử dụng hàm nội suy RBF Gauss-QR ϕ(r) = e−(εr)2
, với

tham số hình dạng ε = 10−5.
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Để so sánh sự hiệu quả của phương pháp RBF-FD chúng tôi dùng công thức sai số trung

bình bình phương rms (root mean square)

rms :=

(
1

#Ξint
∑

ζ∈Ξint

(ũ(ζ )−u(ζ ))2

)1/2

,

trong đó #Ξint là số tâm trong miền. Kết quả sai số rms của phương pháp RBF-FD được đối

sánh với FEM trong các thử nghiệm số. Các tham số được sử dụng trong thuật toán ODP là

v = 2.5,c = 3.0,k = 6,m = 50.

Bài toán 1. Xét bài toán Dirichlet với phương trình Laplace ∆u = 0 trong miền hình quạt Ω

được xác định bởi bất phương trình r < 1, −3π/4 < ϕ < 3π/4 trong tọa độ cực, điều kiện

biên Dirichlet được cho bởi u(r,ϕ) = cos(2ϕ/3) dọc theo cung cong và u(r,ϕ) = 0 dọc theo

hai đoạn thẳng. Nghiệm giải tích là u(r,ϕ) = r2/3 cos(2ϕ/3).

Kết quả thử nghiệm số của Bài toán (1) được minh họa trong Bảng (2.1) và Hình (2.2).

#Ξint
Sai số rms Thời gian chạy (giây)

FEM RBF-FD 1 bộ xử lý 2 bộ xử lý 4 bộ xử lý

91 4.01e-03 2.82e-03 0,48 0,62 0,21

140 1.79e-03 7.32e-04 0,32 0,30 0,12

229 9.31e-04 4.57e-04 1,65 1,63 0,59

416 3.90e-04 1.32e-04 6,79 7,33 2,88

828 3.23e-04 1.43e-04 37,29 21,21 11,92

1566 2.57e-04 4.66e-05 101,51 75,02 25,01

2875 2.11e-04 3.07e-05 259,12 208,20 117,61

5210 1.53e-04 1.81e-05 883,43 695,67 409,84

9528 1.31e-04 8.54e-06 3328,28 2435,99 1203,44

17676 9.45e-05 4.26e-06 12001,34 9042,83 4706,90

32841 5.47e-06 2.85e-06 23404,76 14392,11 7255,46

Bảng 2.1: Các sai số rms so với nghiệm chính xác của FEM và phương pháp RBF-FD, thời
gian chạy của phương pháp RBF-FD trên các bộ xử lý của Bài toán 1.

Hình (2.2)(b) minh họa việc phân luồng dữ liệu trong tính toán song song khi sử dụng

thuật toán ODP cho phương pháp RBF-FD, thử nghiệm với 9528 tâm và 4 bộ xử lý (4 worker),

tương ứng với 4 mầu khác nhau. Hình (2.2)(d) biểu diễn thời gian tính toán trên các bộ xử lý

của phương pháp RBF-FD. Ta thấy mỗi bộ xử lý có số tâm và thời gian tính toán xấp xỉ nhau.
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(d) Thời gian chạy trên các bộ xử lý

Hình 2.2: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 1: (a) Miền Ω của phương pháp RBF-FD. (b)
Phân luồng dữ liệu chạy song song trên 4 bộ xử lý của phương pháp RBF-FD. (c) Các sai số
rms của FEM và phương pháp RBF-FD. (d) Thời gian chạy của phương pháp RBF-FD trên
các bộ xử lý.

Sai số rms của phương pháp FEM được thể hiện trong cột thứ 2 của Bảng (2.1) và đường

mầu đỏ, nét rời có nhãn “FEM” trong Hình (2.2)(c). Sai số rms của phương pháp RBF-

FD là cột thứ 3 trong Bảng (2.1) và đường mầu xanh, nét liền có nhãn “RBF-FD” trong

Hình (2.2)(c). Các kết quả thử nghiệm này cho thấy độ chính xác của phương pháp không

lưới RBF-FD tốt hơn FEM.

Thời gian tính toán của phương pháp RBF-FD trên các bộ xử lý được thể hiện trong các

Cột 4, 5, 6 của Bảng (2.1) và Hình (2.2)(d), cụ thể: Cột 4 và đường gắn nhãn ‘1 worker’ biểu

diễn thời gian tính toán tuần tự, Cột 5, 6 tương ứng với đường có nhãn ‘2 workers’ và đường

‘4 workers’ biểu diễn thời gian của quá trình song song với 2 bộ xử lý và 4 bộ xử lý. Các kết

quả này cho thấy khi miền có mật độ tâm phân bố càng nhiều thì hiệu quả của việc áp dụng

quá trình song song vào việc chọn tâm và tính véc tơ trọng số càng cao, thời gian chạy của
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phương pháp RBF-FD giảm mạnh khi số bộ xử lý tăng lên.

Bài toán 2. Xét bài toán Dirichlet với phương trình Laplace ∆u= 0 trong miền Ω=(0.01,1.01)2

với điều kiện biên Dirichlet được chọn thỏa mãn nghiệm giải tích u(x,y) = log(x2 + y2).

Tương tự như Bài toán 1, nghiệm chính xác của bài Bài toán 2 cũng có kỳ dị tại các điểm

quanh gốc tọa độ, nên số tâm quanh gốc tạo độ được làm mịn dày lên rất nhiều [18]. Các kết

quả số của bài toán này được trình bày trong các Bảng 2.2 và Hình 2.3.

#Ξint
Sai số rms Thời gian chạy (giây)

FEM RBF-FD 1 bộ xử lý 2 bộ xử lý 4 bộ xử lý

144 8.90e-03 1.85e-02 0,30 0,34 0,3702

207 5.26e-03 2.42e-03 0,98 0,89 0,5382

302 4.19e-03 1.14e-03 2,86 2,90 1,466

489 2.37e-03 1.25e-03 9,42 7,36 4,52

883 1.65e-03 3.83e-04 24,47 22,09 13,38

1776 6.45e-04 2.45e-04 73,05 80,27 43,29

3287 4.10e-04 1.14e-04 323,12 322,98 145,5

5822 1.57e-04 6.53e-05 1398,08 947,92 460,3

11146 1.00e-04 4.98e-05 4914,02 3490,87 1794

20604 4.64e-05 2.96e-05 18109,33 12445,85 7467,5

Bảng 2.2: Các sai số rms so với nghiệm chính xác của FEM và phương pháp RBF-FD, thời
gian chạy của phương pháp RBF-FD trên các bộ xử lý của Bài toán 2.

Sử hiệu quả của phương pháp không lưới RBF-FD được thể hiện trong tất cả các thử

nghiệm số. Sai số rms của phương pháp RBF-FD luôn tốt hơn FEM và thời gian chạy của

phương pháp RBF-FD được cải thiện rất nhiều khi sử dụng thuật toán song song.

2.6. Kết luận

Trong chương này chúng tôi đã trình bày thuật toán chọn tập các tâm hỗ trợ tuần tự và

thuật toán song song hóa việc chọn bộ tâm hỗ trợ và tính véc tơ trọng số cho phương pháp

RBF-FD cùng với các kết quả thử nghiệm trên các thuật toán. Các thử nghiệm số cho thấy

thuật toán song song đã cải thiện được thời gian tính toán, điều đó chứng tỏ hiệu quả của

thuật toán này.
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(d) Thời gian chạy trên các bộ xử lý

Hình 2.3: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 2: (a) Miền Ω của phương pháp RBF-FD. (b)
Phân luồng dữ liệu chạy song song trên 4 bộ xử lý của phương pháp RBF-FD. (c) Các sai số
rms của FEM và phương pháp RBF-FD. (d) Thời gian chạy của phương pháp RBF-FD trên
các bộ xử lý.
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Chương 3

Phương pháp không lưới RBF-FD trong
không gian ba chiều

Trong chương này chúng tôi trình bày phương pháp không lưới RBF-FD giải phương

trình truyền nhiệt dừng trong không gian 3 chiều trong Mục 3.1; Các thuật toán chọn bộ tâm

hộ trợ dựa trên các góc khối cho phương pháp RBF-FD Mục 3.2; Các kết quả thử nghiệm số

Mục 3.3 và cuối cùng là phần Kết luận.

Các kết quả trong chương này được công bố trong [12].

3.1. Phương pháp không lưới RBF-FD

Xét bài toán truyền nhiệt dừng trong không gian ba chiều (1.11)- (1.12) như sau: Cho

miền mở Ω⊂ R3 và các hàm số f xác định trên Ω, g xác định trên ∂Ω. Tìm hàm u : Ω→ R

thỏa mãn
∆u = f in Ω,

u = g on ∂Ω.
(3.1)

trong đó ∆ là toán tử Laplace.

Phương pháp không lưới tính toán nghiệm xấp xỉ rời rạc û của (3.1) trên tập các nút rời

rạc hữu hạn Ξ⊂Ω như sau. Gọi Ξint := Ξ∩Ω là tập các tâm trong miền và ∂Ξ := Ξ∩∂Ω là

tập các tâm trên biên. Với mỗi ζ ∈ Ξint, ta chọn được tập Ξζ := {ξ0,ξ1,ξ2, . . . ,ξk} ⊂ Ξ với

ξ0 = ζ , và xấp xỉ ∆u(ζ ) bởi công thức vi phân

∆u(ζ )≈ ∑
ξ∈Ξζ

wζ ,ξ u(ξ ) , ζ ∈ Ξint. (3.2)

Khi đó bài toán (3.1) được rời rạc hóa thành hệ phương trình

∑
ξ∈Ξζ

wζ ,ξ û(ξ ) = f (ζ ) , ζ ∈ Ξint,

û(ξ ) = g(ξ ) , ξ ∈ ∂Ξ,
(3.3)

trong đó û(ξ ) là nghiệm xấp xỉ của nghiệm u của bài toán (3.1) tại các điểm ξ ∈ Ξ.

Để giải được hệ phương trình (3.3) ta cần giải quyết 3 vấn đề:
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• Làm thế nào để tạo ra được tập các tâm rời rạc Ξ?

• Chọn tập các tâm hỗ trợ Ξζ như thế nào?

• Cách tính véc tơ trọng số wζ ,ξ phù hợp?

Tập các tâm rời rạc Ξ có thể được tạo ra bằng cách giống nhau là sử dụng phương pháp

lưới (phương pháp sai phân hữu hạn, phương pháp phần tử hữu hạn hoặc phương pháp giá trị

hữu hạn). Tuy nhiên trong các ứng dụng việc tạo lưới thường rất khó khăn, đặc biệt là cho

các mô hình 3D phức tạp. Động lực chính cho các phương pháp không có lưới là không cần

đường liên kết giữa các điểm trong Ξ, điều này giúp đơn giản hóa hơn trong việc tạo nút.

Mỗi phương pháp không lưới đều đưa ra thuật toán chọn tập các tâm rời rạc Ξ và véc tơ

trọng số, đó là việc chọn các tập Ξζ , ζ ∈ Ξint và tính các trọng số wζ ,ξ , ζ ∈ Ξint, ξ ∈ Ξζ

tương ứng. Cách tính véc tơ trọng số ảnh hưởng đến độ chính xác của công thức (3.2), nó

có thể được tính bằng cách sử dụng các đa thức có bậc nhất định hoặc hàm cơ sở bán kính

(RBF) (xem [15]). Độ chính xác của công thức vi phân số trên các tâm phân bố không đều

của một số phương pháp được giới thiệu trong [7, 8, 9].

Các tập tâm hỗ trợ Ξζ có thể được chọn với cấu trúc đơn giản là k điểm gần ζ nhất, để

đảm bảo độ chính xác của nghiệm û thì số k điểm lân cận được chọn phải lớn, trừ khi Ξ là tập

đều địa phương, đây là vấn đề lớn khi tạo ra các nút điểm. Số k điểm lân cận có ảnh hưởng

trực tiếp đến mật độ ma trận của hệ (3.3), thường là k+ 1 điểm khác không trên mỗi dòng,

do đó một trong những mục tiêu quan trọng của các phương pháp không lưới là giữ k nhỏ

nhất có thể. Ngay cả khi sử dụng thuật toán chọn Ξζ tốn kém hơn, thì tính toán song song để

giải giải hệ phương trình tuyến tính thưa (3.3) sẽ giải quyết vấn đề này đối với các bài toán

có quy mô lớn. Mật độ của ma trận A ∈Rn×n là trung bình cộng của các đầu vào khác không

trên mỗi ròng, được tính bởi công thức nnz(A)/n, với nnz(A) là tổng số đầu vào khác không

trên mỗi hàng của A.

Trong các nghiên cứu [10, 18], các tác giả đã phát triển các thuật toán chọn tâm và sinh

tâm thích nghi cho phương pháp không lưới RBF-FD giải phương trình elliptic trong không

gian 2 chiều, với các tập tâm hỗ trợ được lựa chọn gồm 7 điểm (tức là k = 6), nên mật độ ma

trận của hệ phương trình (3.3) tương tự như của phương pháp phần tử hữu hạn. Trong phần

tiếp theo, chúng tôi sẽ giới thiệu các thuật toán chọn tập các tâm hỗ trợ tính toán véc tơ trọng

số trong không gian 3 chiều, là tổng quát của thuật toán chia 4 góc trong không gian 2 chiều
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được công bố trong [16]. Với thuật toán chia 8 góc khối, 2 điểm gần nhất trong mỗi góc khối

tâm ζ sẽ được lựa chọn hoặc với thuật toán chia 16 góc khối, sẽ lựa chọn điểm gần nhất trong

mỗi góc khối. Trong cả hai trường hợp đều chọn k≤ 16, nên trong các thử nghiệm số mật độ

ma trận của hệ cao hơn một chút so với mật độ của ma trận cứng ứng với FEM trong không

gian 3 chiều với các hàm tuyến tính. Phương pháp FD trong không gian 3 chiều được các tác

giả giới thiệu trong [21] với đề xuất lựa chọn 3 điểm trên mỗi góc khối, tuy nhiên nó dẫn đến

ma trận hệ số có 25 đầu vào khác không trên mỗi hàng, do đó mật độ của ma trận hệ số xấp

xỉ mật độ ma trận hệ số của FEM bậc 2 (khoảng 27), gần với các phương pháp bậc cao.

3.2. Thuật toán chọn tâm dựa trên các góc khối

Với mỗi ζ ∈ Ξint, mục tiêu của thuật toán là chọn các điểm ξ1,ξ2, . . . ,ξk ∈ Ξ xung quanh

gốc ζ sao cho khoảng cách ‖ζ −ξi‖, i = 1,2, . . . ,k là nhỏ, trong khi vẫn giữ được các điểm

ξ1,ξ2, . . . ,ξk đều nhất có thể. Để đạt được mục tiêu đó, chúng tôi tính toán và phân hoạch

tập m điểm gần nhất {ξ1, . . . ,ξm} ⊂ Ξ\{ζ} vào 8 góc khối (octants) có gốc tại ζ , sau đó lựa

chọn 2 điểm gần nhất trên mỗi góc khối. Khi đó Ξζ gồm các điểm này và ζ .

Trong hệ trục tọa độ Euclide 3 chiều, mỗi góc khối trong 8 góc khối có gốc ζ được xác

định bởi dấu của tọa độ véc tơ
−→
ζ ξi = ξi− ζ := (xi,yi,zi), i = 1,2, . . . ,m (m > k), trong đó

ξ1,ξ2, . . . ,ξm là m điểm gần ζ nhất trong Ξ\{ζ}. Ký hiệu góc khối thứ j là O j, j = 1,2, . . . ,8,

mỗi góc khối được xác định bằng dấu của véc tơ ξi−ζ tương ứng trong Bảng 3.1, trong đó

dấu bằng ’+’ chứa cả giá trị bằng 0.

Góc khối x y z

O1 + + +

O2 + + −
O3 + − +

O4 + − −
O5 − + +

O6 − + −
O7 − − +

O8 − − −

Bảng 3.1: 8 - góc khối

Ý tưởng của thuật toán 8 - góc khối (octants) là chọn 2 điểm gần ζ trong mỗi góc khối
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cho tập Ξζ . Ta bắt đầu với m điểm {ξ1,ξ2, . . . ,ξm} ⊂ Ξ\{ζ} gần ζ nhất (trong thử nghiệm

m = 99 để tập này có 100 điểm gồm cả ζ ). Các điểm này được phân hoạch trên các góc khối

và 2 điểm gần nhất sẽ được chọn vào tập Ξζ (nếu có). Nếu tất cả các góc khối có đủ 2 điểm

thì tập Ξζ có 17 điểm kể cả ζ . Nếu các góc khối không chứa điểm nào hoặc có 1 điểm thì

tập Ξζ có ít hơn 17. Nếu đoạn thẳng nối ζ với điểm ξi chứa điểm không thuộc Ω thì ξi được

thay thế bằng điểm gần nhất trên biên (điều này chỉ xảy ra khi Ω là miền không lồi, xem ví

dụ Bài 5 phía sau). Các điểm biên được lựa chọn nằm trong tập Ξ′
ζ

và được thêm vào miền

rời rạc Ξ sau khi kết thúc quá trình tìm tập Ξζ với tất cả các điểm ζ nằm trong miền.

Thuật toán 8 góc khối như sau:

Thuật toán 3. 8- góc khối.

Input: Ξ, ζ ∈ Ξint.

Output: Ξζ , Ξ′
ζ

.

Tham số: m≥ 16 (số điểm được lựa chọn ban đầu gồm cả ζ ); m = 99 trong các thử nghiệm

số.

Khởi tạo: Ξζ := {ζ}, Ξ′
ζ

:= /0.

I. Tìm m điểm ξ1,ξ2, . . . ,ξm thuộc Ξ\{ζ} và gần ζ nhất.

II. Phân hoạch các điểm ξ1,ξ2, . . . ,ξm vào 8 góc khối O j = {ξ j1,ξ j2, . . .}, j = 1,2, . . . ,8,

tương ứng với 8 góc khối trong Bảng 3.1, thỏa mãn ‖ξ j1−ζ‖ ≤ ‖ξ j2−ζ‖ ≤ ·· · .

III. For j = 1 to 8

a. If #O j = 1 then Ξζ := Ξζ ∪{ξ j1}.

b. ElseIf #O j > 1 then Ξζ := Ξζ ∪{ξ j1,ξ j2}.

IV. Với mỗi ξ ∈ Ξζ \{ζ}, xét đoạn thẳng (ζ ,ξ ) = {ζ +α(ξ −ζ ) : 0 < α < 1}.

If (ζ ,ξ )∩∂Ω 6= /0, then Ξζ := Ξζ \{ξ}∪{ξ ′} và Ξ′
ζ

:= Ξ′
ζ
∪{ξ ′}, trong đó ξ ′ là điểm

thuộc (ζ ,ξ )∩∂Ω gần ζ nhất.

Sau khi áp dụng Thuật toán 8 góc khối cho tất cả các điểm ζ ∈ Ξint, ta cập nhập tập Ξ

bởi công thức

Ξ := Ξ∪
⋃

ζ∈Ξint

Ξ
′
ζ
. (3.4)



33

Bằng cách tương tự, chúng tôi chia đôi mỗi góc khối trong 8 góc khối bởi một mặt phẳng,

khi đó ta có thuật toán 16 - góc khối với một điểm gần nhất trong mỗi góc khối sẽ được

lựa chọn. Cụ thể, phân hoạch các điểm {ξ1,ξ2, . . . ,ξm} vào 16 góc khối có gốc ζ được xác

định bởi dấu của tọa độ véc tơ
−→
ξiζ = ζ −ξi := (xi,yi,zi), i = 1,2, . . . ,m (m > k) và các giá

trị xi− yi, xi− zi,yi− zi tương ứng trong Bảng 3.2. Khi đó điểm gần nhất trên mỗi góc khối

không rỗng sẽ được chọn vào tập Ξζ và Ξζ có nhiều nhất 17 điểm.

Góc khối x y z điều kiện

O1 + + + x≥ y

O2 + + + x < y

O3 + + − x≥ y

O4 + + − x < y

O5 + − + x≥ z

O6 + − + x < z

O7 + − − −y≥−z

O8 + − − −y <−z

O9 − + + y≥ z

O10 − + + y < z

O11 − + − −x≥−z

O12 − + − −x <−z

O13 − − + −x≥−y

O14 − − + −x <−y

O15 − − − −x≥−z

O16 − − − −x <−z

Bảng 3.2: 16 - góc khối.

Nội dung của thuật toán 16 góc khối:

Thuật toán 4. 16-góc khối.

Input: Ξ, ζ ∈ Ξint.

Output: Ξζ , Ξ′
ζ

.

Tham số: m≥ 16 (số điểm được lựa chọn ban đầu gồm cả ζ ); m = 99 trong các thử nghiệm

số.

Khởi tạo: Ξζ := {ζ}, Ξ′
ζ

:= /0.

I. Tìm m điểm ξ1,ξ2, . . . ,ξm thuộc Ξ\{ζ} và gần ζ nhất.
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II. Phân hoạch các điểm ξ1,ξ2, . . . ,ξm vào 16 tập O j = {ξ j1,ξ j2, . . .}, j = 1,2, . . . ,16,

tương ứng với 16 góc khối như trong Bảng 3.2, thỏa mãn ‖ξ j1−ζ‖ ≤ ‖ξ j2−ζ‖ ≤ ·· · .

III. For j = 1 to 16.

If #O j ≥ 1 then Ξζ := Ξζ ∪{ξ j1}.

IV. Với mỗi ξ ∈ Ξζ \{ζ}, xét đoạn thẳng (ζ ,ξ ).

If (ζ ,ξ )∩∂Ω 6= /0, then Ξζ := Ξζ \{ξ}∪{ξ ′} và Ξ′
ζ

:= Ξ′
ζ
∪{ξ ′}, trong đó ξ ′ thuộc

(ζ ,ξ )∩∂Ω và gần ζ nhất.

Sau khi áp dụng Thuật toán 16 góc khối cho tất cả các điểm ζ ∈ Ξint, ta cập nhập Ξ bởi

công thức (3.4).

3.3. Thử nghiệm số

Mục tiêu của các thử nghiệm số là đánh giá hiệu quả của thuật toán 8 góc khối và 16 góc

khối trong việc so sánh với FEM dựa trên các hàm tuyến tính, do đó chúng tôi rời rạc các

miền là các tập Ξ gồm các đỉnh của các tứ diện được tạo bởi hàm generateMesh trong PDE

Toolbox. Với mỗi bài toán thử nghiệm, chúng tôi chọn độ dài cạnh lưới tối đa Hmax cho phép

tạo ra các tam giác lưới thô nhất, sau đó tạo các tam giác lưới mịn hơn bằng cách giảm Hmax

nhiều lần với hệ số 2−1/3 và được gần gấp đôi số đỉnh. Số lượng đỉnh trong miền ký hiệu là

#Ξint tương ứng trong các bảng ghi kết quả thử nghiệm số của mỗi bài toán.

Với mỗi ζ ∈ Ξint, ta chọn được tập tâm hỗ trợ Ξζ = {ζ ≡ ξ0,ξ1, . . . ,ξk} và véc tơ trọng

số w tương ứng được tính bằng cách sử dụng hàm cơ sở bán kính RBF [15] như sau

w :=
(

ΦΞζ

)−1
DΦ(ζ −·)|Ξζ

, (3.5)

trong đó

ΦΞζ
:=


Φ(ξ0−ξ0) Φ(ξ0−ξ1) · · · Φ(ξ0−ξk)
Φ(ξ1−ξ2) Φ(ξ1−ξ1) · · · Φ(ξ1−ξk)

...
... . . . ...

Φ(ξk−ξ1) Φ(ξk−ξ2) · · · Φ(ξk−ξk)


và

DΦ(ζ −·)|Ξζ
:= [DΦ(ζ −ξ0),DΦ(ζ −ξ1), . . . ,DΦ(ζ −ξk)]

T ,
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với hàm RBF ϕ(r) = r5. Do Φ(x) := ϕ(‖x‖), x ∈ Rd là hàm cơ cở bán kính xác định dương

nên ma trận ΦΞζ
luôn khả nghịch và ta luôn tìm được duy nhất véc tơ trọng số trong công

thức (3.5).

Các tập tâm hỗ trợ Ξζ ,ζ ∈ Ξint được chọn bởi thuật toán 8 góc khối (RBF-FD 1) và 16

góc khối (RBF-FD 2) hoặc chọn Ξζ gồm ζ và tất cả các nút ξ ∈ Ξ có liên kết với ζ bởi một

cạnh của tam giác FEM (RBF-FD 3). Phương pháp RBF-FD 3 ít được quan tâm vì nó dựa

vào lưới của phần tử hữu hạn, nhưng chúng tôi giới thiệu để so sánh với các phương pháp

khác. Hơn nữa, để so sánh sai số của phương pháp RBF-FD, đối với Bài toán 5 chúng tôi còn

thêm trường hợp chọn tập các tâm hỗ trợ tính toán véc tơ trọng số cho phương pháp RBF-FD

bằng các điểm gần ζ nhất.

Để đánh giá sự hiệu quả của các thuật toán, chúng tôi so sánh giá trị sai số tương đối

trung bình bình phương RRMS (relative root mean square) và coi nó như độ đo độ chính xác

của nghiệm xấp xỉ û của hệ (3.3) với nghiệm chính xác u của hệ (3.1) tại các điểm trong

miền, công thức tính sai số RRMS như sau

Ec = RRMS(u, û,Ξint) :=

√√√√√√ ∑
ζ∈Ξint

(u(ζ )− û(ζ ))2

∑
ζ∈Ξint

(u(ζ ))2 . (3.6)

Bài toán 3. Xét phương trình Poisson ∆u = −3π2 sinπxsinπysinπz trên miền Ω = [0,1]3

với điều kiện biên Dirichlet đồng nhất u|∂Ω
= 0. Nghiệm chính xác của bài toán là u(x,y,z) =

sinπxsinπysinπz.

Kết quả thử nghiệm số của bài toán được biểu diễn trong Bảng 3.3 và Hình 3.1. Lưới tam

giác thô nhất có 33 điểm trong miền ứng với giá trị Hmax= 0.25. Tiếp theo là lưới tam giác

có 80 điểm trong miền được tạo bởi hàm generateMesh với Hmax= 0.25/21/3, ... Ngoài các

sai số được giới thiệu trong Bảng 3.3 và Hình 3.1(a), Hình 3.1(b) so sánh mật độ của các ma

trận hệ số. Khi tính mật độ ma trận của hệ (3.3) và của ma trận cứng ứng với FEM đã loại

đi các điểm trên biên, do các điểm nằm trên biên chiếm một tỷ lệ đáng kể nên mật độ của

ma trận hệ số thấp hơn so với miền rời rạc thô. Mật độ của ma trận hệ số gần bằng 16 khi

sử dụng thuật toán RBF-RD 1, RBF-FD 2 với tập điểm lớn nhất và xấp xỉ 14 cho cả FEM và

phương pháp RBF-FD 3.

Bài toán 4. Xét phương trình Poisson ∆u = 3ex+y+z trong khối cầu đơn vị Ω = {(x,y,z) ∈
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#Ξint
Sai số RRMS trên các nút trong miền (Ec)

FEM RBF-FD 1 RBF-FD 2 RBF-FD 3

33 9.19e-02 5.79e-02 4.87e-02 8.44e-02

80 7.19e-02 3.38e-02 1.80e-02 4.15e-02

179 4.64e-02 2.03e-02 1.25e-02 3.24e-02

479 2.19e-02 1.01e-02 7.21e-03 1.78e-02

1008 1.31e-02 4.47e-03 3.90e-03 1.34e-02

2213 7.58e-03 4.11e-03 2.34e-03 8.45e-03

4633 4.72e-03 2.49e-03 1.51e-03 4.83e-03

9684 3.12e-03 1.42e-03 9.93e-04 3.11e-03

19776 2.02e-03 8.16e-04 6.66e-04 1.85e-03

41409 1.06e-03 4.93e-04 3.42e-04 1.79e-03

Bảng 3.3: Các sai số RRMS so với nghiệm chính xác của Bài toán 3.
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Hình 3.1: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 3. Hình (a) minh họa sai số RRMS trên các
tâm trong miền. Hình (b) biểu diễn mật độ của ma trận thưa của hệ (3.3) ứng với phương
pháp RBF-FD và của ma trận cứng ứng với FEM.

R3 : x2+y2+z2 ≤ 1} với điều kiện biên Dirichlet được chọn sao cho thỏa mãn nghiệm chính

xác của bài toán là u(x,y,z) = ex+y+z.

Kết quả thử nghiệm số của bài toán được biểu diễn trong Bảng 3.4 và Hình 3.2. Các

lưới tam giác thô nhất đạt được bởi hàm generateMesh với Hmax= 0.25 có 349 điểm trong.

Tương tự như Bài toán 3, chúng tôi sử dụng Ec để đo sự hiệu quả của các thuật toán và được

kết quả như sau

Bài toán 5 ([24, Section 3], Forearm Link). Xét phương trình Poisson ∆u = −10 với điều

kiện biên Dirichlet u|∂Ω
= 0 trên miền Ω trong Hình 3.3(a).
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#Ξint
Sai số RRMS trên các nút trong miền (Ec)

FEM RBF-FD 1 RBF-FD 2 RBF-FD 3

349 4.20e-03 1.40e-03 1.70e-03 1.77e-03

650 2.61e-03 1.11e-03 1.19e-03 8.68e-04

1318 1.66e-03 8.48e-04 7.74e-04 8.68e-04

2559 1.02e-03 4.90e-04 4.98e-04 4.93e-04

5254 6.04e-04 2.51e-04 2.18e-04 3.15e-04

10662 3.80e-04 1.72e-04 1.56e-04 1.80e-04

21777 2.38e-04 7.30e-05 8.46e-05 4.99e-04

43813 1.45e-04 4.67e-05 4.03e-05 1.43e-03

Bảng 3.4: Các sai số RRMS so với nghiệm chính xác của Bài toán 4.
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Hình 3.2: Kết quả thử nghiệm số của Bài toán 4: (a) Các sai số RRMS trên các nút trong
miền. (b) Mật độ của ma trận hệ số.
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Miền của Bài toán 5 được xuất từ file STL ‘ForearmLink.stl ’ của MATLAB PDE Tool-

box bằng lệnh importGeometry, đó là một bộ phận cơ học với kích thước xấp xỉ giới

hạn trong hình hộp 135× 35× 61. Kết quả thử nghiệm số của bài toán được biểu diễn

trong Bảng 3.5, Hình 3.3 và Hình 3.4. Các lưới tam giác thô nhất đạt được tạo ra bởi lệnh

generateMesh với Hmax= 6.8 với 816 điểm trong miền. Cụ thể , chúng tôi đã sử dụng đoạn

code sau trong MATLAB 2017b để thiết lập lưới phần tử hữu hạn với các giá trị của Hmax và

trích xuất các đỉnh của tam giác trong mảng nodes:

model = createpde(1);

importGeometry(model,’ForearmLink.stl’);

generateMesh(model,’Hmax’,Hmax,’Hmin’,Hmax/3,’GeometricOrder’,’linear’);

nodes = model.Mesh.Nodes;

Ngược lại với Bài toán 3 và 4, do chưa biết nghiệm chính xác u của bài toán nên khi

tính sai số RRMS trong công thức (3.6) đã thay Ec bởi En = RRMS(ûi+1, ûi,Ξ
i
int) và Er =

RRMS(ûref, ûi,Ξ
i
int), trong đó ûi và ûi+1 là nghiệm rời rạc của các phương pháp RBF-FD và

FEM tại tập các nút Ξi hiện tại (thứ i-th) và tập các nút kế tiếp liền kề Ξi+1 (thứ i+ 1-th).

Nghiệm tham chiếu ûref là nghiệm của phương pháp FEM bậc 2 với 641825 nút trên khối

đa giác, đạt được bởi lệnh generateMesh ứng với Hmax = 6.8/27/3 ≈ 1.35. Bằng việc so

sánh nghiệm tham chiếu này với nghiệm đạt được bằng FEM trên khối đa giác với 604279

đỉnh, chúng tôi ước lượng sai số ûref so với nghiệm chính xác của bài toán khoảng 0.001.

Sai số En,Er được tính trên tập Ξi
int sau khi đã nội suy tuyến tính ûi+1 và nội suy bậc 2 ûref

tương ứng. Ngoài việc so sánh với FEM và RBF-FD 3, Hình 3.3(e)–(f) còn biểu diễn sai số

và mật độ của ma trận hệ số ứng với phương pháp RBF-FD với trường hợp tập các tâm hỗ

trợ tính toán véc tơ trọng số được chọn là k điểm gần ζ nhất, với k lần lượt nhận các giá trị

k = 16,k = 18 và k = 20.

Sự hiệu quả của phương pháp RBF-FD khi sử dụng thuật toán dựa trên các góc khối được

thể hiện trong các thử nghiệm số. Các Bài toán 3, 4, sai số RRMS so sánh với nghiệm chính

xác thường thấp hơn 2-3 lần so với FEM. Đối với Bài toán 5 có miền phức tạp hơn trên miền

không lồi, sai số RRMS được tính toán đối sánh với nghiệm của cùng một phương pháp trên

tập các nút mịn hơn liền kề thấp hơn một chút so với FEM, khi sai số RRMS được tính toán

với nghiệm tham chiếu là nghiệm của FEM bậc 2 thì sai số của phương pháp RBF-FD cao
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(a) Miền của bài toán
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(b) Các sai số so với nghiệm của lần kế tiêp
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(c) Các sai số so với một nghiệm của FEM
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(d) Mật độ của ma trận
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(e) Các sai số so với một nghiệm của FEM
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(f) Mật độ của ma trận

Hình 3.3: (a) Miền Ω được tạo bởi lệnh pdegplot trong MATLAB PDE Toolbox. (b)–(d)
Đồ thị các sai số RRMS và mật độ của ma trận hệ số sử dụng các thuật toán RBF-FD 1, 2,
3 và FEM như trong Bảng 3.5. (e)–(f) Đồ thị các sai số RRMS và mật độ của ma trận hệ số
ứng với phương pháp RBF-FD chọn các tập tâm hỗ trợ tính trọng số có 16, 18 hoặc 20 điểm
gần ζ nhất và FEM.
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(a) Đường đồng mức theo biến z nghiệm của FEM
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(b) Đường đồng mức theo biến z nghiệm của RBF-FD
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(c) Đường đồng mức theo biến y nghiệm của FEM
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(d) Đường đồng mức theo biến y nghiệm của RBF-FD

(e) Đường đồng mức theo biến x và bản màu trên mặt
phẳng nghiệm của FEM

(f) Đường đồng mức theo biến x và bản màu trên mặt
phẳng nghiệm của RBF-FD

Hình 3.4: Đường đồng mức các nghiệm của FEM (bên trái) và RBF-FD 1 (bên phải) với
trường hợp miền rời rạc có 65652 điểm trong. (a)–(b) đường đồng mức theo biến z; (c)–(d)
đường đồng mức theo biến y; (e)–(f) đường đồng mức theo biến x và bản màu trên mặt phẳng.
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#Ξint
Sai số RRMS so với lần kế tiếp (En) Sai số RRMS so với nghiệm tham chiếu (Er)

FEM RBF-FD 1 RBF-FD 2 RBF-FD 3 FEM RBF-FD 1 RBF-FD 2 RBF-FD 3

816 3.93e-02 3.64e-02 4.04e-02 3.51e-02 3.54e-02 3.63e-02 3.37e-02 3.28e-02

1254 2.73e-02 2.30e-02 2.28e-02 2.74e-02 2.39e-02 2.69e-02 2.79e-02 2.36e-02

2414 1.79e-02 1.76e-02 1.61e-02 2.99e-02 1.86e-02 1.92e-02 1.90e-02 2.95e-02

4423 1.16e-02 1.07e-02 1.04e-02 1.07e-02 1.24e-02 1.55e-02 1.47e-02 1.25e-02

8401 7.17e-03 6.50e-03 6.82e-03 6.27e-03 8.69e-03 1.11e-02 9.97e-03 9.67e-03

16437 4.54e-03 4.80e-03 4.20e-03 5.18e-03 6.25e-03 8.02e-03 7.89e-03 6.68e-03

33030 2.94e-03 2.95e-03 2.81e-03 2.71e-03 4.49e-03 6.95e-03 6.00e-03 4.79e-03

65652 - - - - 3.40e-03 4.59e-03 4.47e-03 3.76e-03

Bảng 3.5: Các sai số RRMS so với nghiệm của lần kế tiếp trên cùng một phương pháp (En)
và so với nghiệm đạt được bởi FEM (Er) của Bài toán 5.

hơn 1,35 lần sai số của FEM. Tuy nhiên các đường đồng mức theo các biến và bản màu trên

mặt phẳng (Hình 3.4) cho thấy nghiệm của phương pháp RBF-FD và FEM trên cùng một

tâm rời rạc Ξ là như nhau.

Kết quả thử nghiệm số cũng cho thấy phương pháp RBF-FD sử dụng thuật toán 16-góc

khối (RBF-FD 2) hiệu quả hơn khi sử dụng thuật toán 8-góc khối (RBF-FD 1), còn nếu chỉ

sử dụng cấu trúc điểm của FEM (Ξζ là tập tất cả các điểm thuộc các tứ diện có chứa ζ )

cho phương pháp RBF-FD (RBF-FD 3) thì hiệu quả tồi hơn. Kết quả này hoàn toàn tương

tự nhưng trong không gian 2 chiều đã được giới thiệu trong [10]. Mặt khác, do số điểm của

Ξζ cho RBF-FD 3 và FEM nhỏ hơn k nên mật độ ma trận của hệ (3.3) và ma trận cứng bằng

nhau, nhỏ hơn một chút so với RBF-FD1, RBF-FD 2. Hình 3.3 (e) cho thấy sai số của phương

pháp RBF-FD khi sử dụng tập Ξζ là k điểm gần ζ nhất là kém hơn và cao gấp đôi sai số của

FEM. Nếu k nhỏ (k = 16 hoặc k = 18), thì sai số của phương pháp RBF-FD không ổn định

với các tam giác thô. Để khắc phục điều này, cần tăng k lớn hơn, như k≥ 20, tuy nhiên nó sẽ

làm cho mật độ ma trận của hệ phương trình cao hơn 25% so với của RBF-FD 1 và RBF-FD

2 (khoảng 16), xem Hình 3.3 (d) và (f), dẫn đến tăng chi phí khi giải hệ (3.3), điều này hoàn

toàn không mong muốn đối với các bài toán có dữ liệu lớn.

3.4. Kết luận

Trong chương đã trình bày 2 thuật toán chọn tâm mới cho phương pháp không lưới RBF-

FD giải phương trình truyền nhiệt dừng trong không gian 3 chiều. Cụ thể, so sánh sự hiệu

quả của phương pháp RBF-FD sử dụng hàm cơ sở bán kính và 2 thuật toán chọn tâm với
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FEM trên các nút được tạo bởi lưới tiêu chuẩn. Nghiệm xấp xỉ của các phương pháp RBF-FD

chính xác hơn nghiệm của FEM với các bài toán có miền là khối lập phương hoặc khối cầu

(Bài toán 3, 4) và có động chính xác tương đương với bài toán có miền phức tạp hơn (Bài

toán 5).
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

Đề tài đạt và vượt mức yêu cầu đối với sản phẩm đặt ra trong thuyết minh.

• Sản phẩm khoa học: Đề tài đề xuất 03 thuật toán mới, cụ thể là:

– Đề xuất thuật toán song song hóa việc chọn bộ tâm hỗ trợ và tính véc tơ trọng số

cho phương pháp RBF-FD trong không gian 2 chiều [3].

– Đề xuất 2 thuật toán chọn bộ tâm hỗ trợ phương pháp không lưới RBF-FD trong

không gian 3 chiều [12].

– Thử nghiệm số đối với các thuật toán mới.

• Sản phẩm đào tạo: Hướng dẫn 02 luận văn thạc sĩ bảo vệ thành công.

Hướng phát triển nghiên cứu trong thời gian tới: Tiếp tục nghiên cứu phương pháp RBF-

FD giải phương trình đạo hàm riêng trong không gian hai chiều và ba chiều.
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