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1. Thæng tin chung
- T¶n �· t i: Ùng döng cõa lþ thuy¸t ph¥n bè gi¡ trà trong nghi¶n

cùu v§n �· duy nh§t cho h m ph¥n h¼nh v  �÷íng cong ch¿nh h¼nh

- M¢ sè: B2017-TNA-41
- Chõ nhi»m �· t i: PGS. TS. H  Tr¦n Ph÷ìng

- Tê chùc chõ tr¼: Tr÷íng �¤i håc S÷ ph¤m - �H Th¡i Nguy¶n

- Thíi gian thüc hi»n: 2 n«m (tø 1/1/2017 - 31/12/2018)

2. Möc ti¶u
Nghi¶n cùu mët sè d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai cho �÷íng cong

ch¿nh h¼nh tr¶n �¾a thõng trong tr÷íng hñp möc ti¶u l  c¡c si¶u m°t.

Nghi¶n cùu sü x¡c �ành duy nh§t mët h m ph¥n h¼nh ho°c �÷íng

cong thæng qua £nh ng÷ñc cõa mët tªp húu h¤n c¡c �iºm ho°c c¡c

si¶u m°t trong c¡c tr÷íng hñp phùc v  p-adic.

Gâp ph¦n thóc �©y h÷îng nghi¶n cùu Lþ thuy¸t Nevanlinna v 

ùng döng t¤i �¤i håc Th¡i Nguy¶n v  phöc vö cæng t¡c �¤o t¤o �¤i

håc, sau �¤i håc t¤i �HTN.

3. T½nh mîi v  s¡ng t¤o
Chùng minh �÷ñc mët ti¶u chu©n chu©n t­c cho mët hå c¡c h m

ph¥n h¼nh;

Chùng minh �÷ñc mët k¸t qu£ v· v§n �· duy nh§t cho c¡c h m

ph¥n h¼nh li¶n quan �¸n gi£ thuy¸t Bruck;

Chùng minh �÷ñc mët k¸t qu£ v· v§n �· duy nh§t li¶n quan �¸n

�a thùc vi ph¥n cõa c¡c h m ph¥n h¼nh tr¶n tr÷íng p−adic;
Chùng minh �÷ñc mët k¸t qu£ v· v§n �· duy nh§t cho �÷íng cong

ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n trong tr÷íng hñp hå c¡c si¶u m°t
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ð và tr½ têng qu¡t �èi vîi ph²p nhóng Veronese.

4. K¸t qu£ nghi¶n cùu
a. Ti¶u chu©n chu©n t­c cho mët hå c¡c h m ph¥n h¼nh:
�ành lþ 1. Cho F l  mët h m ph¥n h¼nh tr¶n mi·n ph¯ng phùc D.

Cho a v  b l  hai sè phùc thäa m¢n b 6= 0, gåi n ∈ N, nj, tj, k ∈ N∗,
(j = 1, 2, . . . , k) thäa m¢n

nj > tj, n+
k∑
j=1

nj >
k∑
j=1

tj + 3, (0.1)

v 

fn+n1+···+nk = a⇔ fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = b (0.2)

�èi vîi f ∈ F . Khi �â F l  mët hå chu©n t­c. Ngo i ta, n¸u F l 

mët hå c¡c h m ch¿nh h¼nh th¼ kh¯ng �ành �óng khi (1.18) �÷ñc thay

th¸ bði mët trong c¡c �i·u ki»n sau:

k = 1, n = 0, n1 > t1 + 1; (0.3)

n > 1 or k > 2, nj > tj, n+
k∑
j=1

nj >
k∑
j=1

tj + 2. (0.4)

b. V§n �· duy nh§t cho c¡c h m ph¥n h¼nh li¶n quan �¸n
gi£ thuy¸t Bruck
�ành lþ 2. Cho n ∈ N v  k, ni, ti ∈ N∗, i = 1, . . . , k thäa m¢n mët

trong c¡c �i·u ki»n sau:

1) k = 1, n = 0, n1 > t1 + 1;

2) n > 1 or k > 2, nj > tj, n+
k∑
j=1

nj >
k∑
j=1

tj + 2.

Cho a v  b l  hai gi¡ trà húu h¤n kh¡c 0 v  f l  mët h m nguy¶n

kh¡c h¬ng. N¸u fn+n1+···+nk = a
 fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = b th¼

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) − b
fn+n1+···+nk − a

= c,
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trong �â c l  mët h¬ng sè. �°c bi»t, n¸u a = b th¼ f = c1e
tz, trong

�â c1 v  t l  c¡c h¬ng sè kh¡c 0 v  t thäa m¢n �i·u ki»n

(tn1)
t1 . . . (tnk)

tk = 1.

c. V§n �· duy nh§t li¶n quan �¸n �a thùc vi ph¥n
�ành lþ 3. Cho f , g l  c¡c h m nguy¶n si¶u vi»t p-adic v  k > 1,

t > 1, n > 2k + 4 + t l  c¡c sè nguy¶n. N¸u

(fn(z)f(z + b1) . . . f(z + bt))
(k)

v 

(gn(z)g(z + b1) . . . g(z + bt))
(k)

chung nhau 1 − CM , trong �â b1, . . . , bt l  c¡c h¬ng sè kh¡c 0 ph¥n

bi»t. Khi �â f ≡ hg, trong �â hn+t = 1.

d. V§n �· duy nh§t cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh
�ành lþ 3. Cho f v  g l  c¡c �÷íng cong ch¿nh h¼nh si¶u vi»t

khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh tø ∆ v o Pn(C). Cho D = {D1, . . . , Dq} l 
mët hå gçm q q > nd + 1 + 2n2

d/d c¡c si¶u m°t bªc d ð và tr½ têng

qu¡t �èi vîi ph²p nhóng Veronese trong Pn(C) thäa m¢n f(z) = g(z)

vîi måi z ∈ Ef(D) ∪ Eg(D). Khi �â f ≡ g.

5. S£n ph©m
a) 03 b i b¡o khoa håc:

[1] N. V. Thin, H. T. Phuong and L. Vilaisavanh (2018), "A

uniqueness problem for entire functions related to Br�uck's conjec-

ture", Math. Slovaca 68, No. 4, pp. 823�836.

[2] H. T. Phuong and L.Q. Ninh (2018), "A Uniqueness theorem for

holomorphic curves on annulus sharing hypersurfaces", ThaiNguyen

Journal of Science and Technology, 192 (16), pp. 29-35.

[3] H. T. Phuong, N. V. Thin (2018), "On Uniqueness of p−adic
Meromorphic Function Concerning Differential Polynomials" ThaiN-

guyen Journal of Science and Technology, 181(05), pp. 231 - 236.
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�i·u ki»n cõa �a thùc �¤o h m, Tr÷íng �¤i håc S÷ ph¤m, �¤i håc

Th¡i Nguy¶n.

Nguy¹n Quèc C÷íng (2018) V§n �· duy nh§t cõa h m ph¥n h¼nh
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INFORMATION ON RESEARCH RESULTS
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- Project title: Application of the distribution theory in re-

search uniqueness problem for meromorphic functions and holomor-

phic curves

- Code number: B2017-TNA-41
- Coordinator: Ass. Prof. Dr. Ha Tran Phuong

- Implementing institution: ThaiNguyen University

- Duration: from 1/1/2017 to 31/12/2018.

2. Objectives Research some type of second main theorem with

truncated functions for holomorphic curves on annuli with hypersur-

faces. Research uniqueness problem for for meromorphic functions

and holomorphic curves by reverse image of finite set of points or

hypersurfaces in complex or p−adic cases.
To develop of the Nevalinna theory and it's applications and sever

to graduate program in training of the undergraduate and graduate

students in Thai Nguyen University.

3. Creativeness and innovativeness:
Proved the new normal criterion for a collection of meromorphic

functions.

Proved a new result of unicity of meromorphic function related to

Bruck's conjecture.

3. Creativeness and innovativeness:
Proved the normal criterion for a collection of meromorphic func-

tions.

Proved a result of unicity of meromorphic function related to

Bruck's conjecture.

Proved a result of unicity of p−adic meromorphic function con-

cerning differential polynomials.

Proved a result of unicity of holomorphic curves on annulus in the
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case hypersurfaces in general position for Veronese embedding.

4. Research results
a) Normal criterion for a collection of meromorphic functions

Theorem 1.Let n ∈ N and k, ni, ti ∈ N∗, i = 1, . . . , k satisfy one

of the following conditions:

1) k = 1, n = 0, n1 > t1 + 1;

2) n > 1 or k > 2, nj > tj, n+
k∑
j=1

nj >
k∑
j=1

tj + 2.

Let a and b be two finite nonzero values and f be a nonconstant entire

function. If fn+n1+···+nk = a
 fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = b, then

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) − b
fn+n1+···+nk − a

= c,

where c is a nonzero constant. Specially, if a = b then f = c1e
tz, where

c1 and t are nonzero constants and t is satisfied by (tn1)
t1 . . . (tnk)

tk =

1.

b) Unicity of p−adic meromorphic function concerning differential

polynomials

Theorem 2.Let F be a family of meromorphic functions in a

complex domain D. Let a and b be two complex numbers such that

b 6= 0, let n ∈ N, nj, tj, k ∈ N∗, (j = 1, 2, . . . , k) satisfy

nj > tj, n+
k∑
j=1

nj >
k∑
j=1

tj + 3, (0.5)

and

fn+n1+···+nk = a⇔ fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = b (0.6)

for all f ∈ F . Then F is a normal family. Furthermore, if F is a

family of holomorphic functions, then the statement holds when (1.18)
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is replaced by one of the following conditions:

k = 1, n = 0, n1 > t1 + 1; (0.7)

n > 1 or k > 2, nj > tj, n+
k∑
j=1

nj >
k∑
j=1

tj + 2. (0.8)

c) Unicity of p−adic meromorphic function concerning differential

polynomials

Theorem 3.Let f , g be p-adic transcendental entire functions

and k > 1, t > 1, n > 2k + 4 + t are integers. If (fn(z)f(z +

b1) . . . f(z+ bt))
(k) and (gn(z)g(z + b1) . . . g(z + bt))

(k) share 1−CM ,

where b1, . . . , bt are nonzero distinct constants. Then f ≡ hg, where

hn+t = 1.

d) Unicity of holomorphic curves on annulus:

Theorem 4.Let f and g be transcendental algebraically non-degenerate

holomorphic curves from ∆ into Pn(C). Let D = {D1, . . . , Dq} be a

collection of q > nd + 1 + 2n2
d/d hypersurfaces of degree d in general

position for Veronese embedding in Pn(C) such that f(z) = g(z) for

all z ∈ Ef(D) ∪ Eg(D). Then f ≡ g.

5. Products
a) 03 science papers:

[1] N. V. Thin, H. T. Phuong and L. Vilaisavanh (2018), "A

uniqueness problem for entire functions related to Br�uck's conjec-

ture", Math. Slovaca 68, No. 4, pp. 823�836.

[2] H. T. Phuong and L.Q. Ninh (2018), "A Uniqueness theorem for

holomorphic curves on annulus sharing hypersurfaces", ThaiNguyen

Journal of Science and Technology, 192 (16), pp. 29-35.

[3] H. T. Phuong, N. V. Thin (2018), "On Uniqueness of p−adic
Meromorphic Function Concerning Differential Polynomials" ThaiN-

guyen Journal of Science and Technology, 181(05), pp. 231 - 236.

b) Guiding successfully 02 master projects:



x

1. To Thi Thiem (2018), Uniqueness for meromorphic functions

with a conditions of differential polynomial, Thai Nguyen University

of Education, Thai Nguyen University.

2. Nguyen Quoc Cuong (2018),Uniqueness for complex and p−adic
meromorphic functions when differential of its polynomials sharing a

small functions, Thai Nguyen University of Education, Thai Nguyen

University.

c) Guiding 01 Ph.D projects:

Leuanglith Vilaisavanh (�ang thüc hi»n), Nevanlinna theory for

holomorphic curves on annuli and uniqueness problem, Thai Nguyen

University of Education, Thai Nguyen University.

6. Transfer alternatives, application institutions, impacts
and benefits of research results:

a) Transfer alternatives: all of results in the projects are theoretical

research and it is directly transfered to ThaiNguyen University to use

for research and training.

b) Application institutions: mathematic falcuty in Thai Nguyen

University and mathematic falcuties in other universities.

c) Impacts and benefits of research results: development the Nevan-

linna theory and contributing to graduate training in Thai Nguyen

University.
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Mð �¦u

Lþ thuy¸t ph¥n bè gi¡ trà Nevanlinna hay Nevanlinna-Cartan �÷ñc

�¡nh gi¡ l  mët trong nhúng th nh tüu �µp �³ cõa gi£i t½ch phùc

trong thíi gian g¦n �¥y. �÷ñc khði nguçn tø nhúng n«m �¦u cõa

th¸ k� 20 b¬ng nhúng cæng tr¼nh cõa R. Nevanlinna, H. Cartan, Lþ

thuy¸t �¢ thu hót �÷ñc sü quan t¥m cõa nhi·u nh  to¡n håc trong v 

ngo i n÷îc, thu �÷ñc nhi·u k¸t qu£ quan trång v  câ nhi·u ùng döng

trong c¡c l¾nh vüc kh¡c nhau cõa to¡n håc: lþ thuy¸t tªp duy nh§t

cho h m ph¥n h¼nh v  �÷íng cong ch¿nh h¿nh, lþ thuy¸t h» �ëng lüc,

ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n phùc,. . . .

K½ hi»u K l  mët tr÷íng �âng �¤i sè, câ �°c sè khæng, �¦y �õ (vîi

chu©n Acsimet ho°c khæng Acsimet). Möc �½ch ch½nh cõa lþ thuy¸t

l  nghi¶n cùu t½nh ch§t cõa h m ph¥n h¼nh hay �÷íng cong ch¿nh

h¼nh tø mët mi·n cõa K v o K ho°c mët �a t¤p �¤i sè x¤ £nh trong

khæng gian x¤ £nh Pn(K) thæng qua vi»c nghi¶n cùu ba h m: h m

�¸m, h m x§p x¿ v  h m �°c tr÷ng. Trung t¥m cõa lþ thuy¸t bao

gçm hai �ành lþ cì b£n: �ành lþ cì b£n thù nh§t v  �ành lþ cì b£n

thù hai, trong �â �ành lþ cì b£n thù hai �÷ñc vi¸t d÷îi nhi·u d¤ng

kh¡c nhau v  câ nhi·u ùng döng quan trång. Nhúng cæng tr¼nh theo

h÷îng n y �÷ñc cæng bè bði nhi·u t¡c gi£ trong n÷îc.

Mët trong nhúng ùng döng quan trång cõa lþ thuy¸t ph¥n bè gi¡

trà l  nghi¶n cùu v§n �· duy nh§t cho h m ph¥n h¼nh v  �÷íng cong

ch¿nh h¼nh: Cæng tr¼nh �¦u ti¶n thuëc v· Nevanlinna cæng bè n«m

1925, chóng ta bi¸t �¸n nâ vîi t¶n "�ành lþ n«m �iºm" r§t nêi ti¸ng,

�ành lþ cho mët �i·u ki»n �¤i sè �º hai h m ph¥n h¼nh b¬ng nhau.
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N«m 1975, Fujimoto mð rëng k¸t cõa Nevanlinna cho �÷íng cong

ch¿nh h¼nh. V· sau vi»c ph¡t triºn v§n �· duy nh§t cho c¡c h m ph¥n

h¼nh v  �÷íng cong ch¿nh h¼nh thu hót �÷ñc sü quan t¥m cõa nhi·u

t¡c gi£ tr¶n th¸ giîi, ch¬ng h¤n H. Fujimoto, M. Ru, M. Dulock, G.

Dethloft, T. J. Wang, A. Banerjee, H. H. Kho¡i, D. D. Th¡i, T. T.

H. An, T. V. T§n, V. H. An, H. T. Ph÷ìng, N. V. Th¼n v  nhi·u t¡c

gi£ kh¡c.

Trong �· t i n y chóng tæi, b¬ng c¡c k¸t qu£ trong lþ thuy¸t ph¥n

bè gi¡ trà, chóng tæi nghi¶n cùu c¡c d¤ng �ành l½ duy nh§t cho c¡c

h m ph¥n h¼nh, �a thùc vi ph¥n v  �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh

v nh khuy¶n.

Th¡i Nguy¶n, th¡ng 12 n«m 2018

Nhâm nghi¶n cùu
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Ch÷ìng 1

V§n �· duy nh§t cho c¡c h m

ph¥n h¼nh

1.1. V§n �· duy nh§t li¶n quan �¸n gi£ thuy¸t

Br�uck

1.1.1. Mët sè k¸t qu£ bê trñ

Cho D l  mët mi·n tr¶n m°t ph¯ng phùc C v  F l  mët hå c¡c h m

ph¥n h¼nh tr¶n D. Hå F �÷ñc gåi l  hå chu©n t­c tr¶n D, theo ngh¾a

Montel, n¸u vîi méi d¢y {fv} ⊂ F , tçn t¤i mët d¢y con {fvi} sao cho
{fvi} hëi tö c¦u �·u �àa ph÷ìng tr¶n D, tîi mët h m ph¥n h¼nh ho°c

∞.
Cho f v  g l  hai h m ph¥n h¼nh. Gåi a v  b l  hai sè phùc ph¥n

bi»t. N¸u g− b = 0 méi khi f − a = 0 th¼ ta vi¸t f = a⇒ g = b. N¸u

f = a ⇒ g = b v  g = b ⇒ f = a th¼ ta vi¸t f = a ⇔ g = b. N¸u

f − a v  g − b câ chung khæng �iºm v  cüc �iºm kº c£ bëi th¼ ta k½

hi»u f − a
 g − b.
Cho f l  mët h m ph¥n h¼nh tr¶n m°t ph¯ng phùc C, ta nh­c l¤i

si¶u bªc cõa f �÷ñc �ành ngh¾a bði

σ2(f) = lim sup
r→∞

log log T (r, f)

log r
.
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M»nh �· 1.1 ([14]). (Bê �· Zalcman) Cho F l  mët hå c¡c h m

ph¥n h¼nh tr¶n �¾a mð 4 = {z ∈ C : |z| < 1}. Khi �â n¸u F khæng

chu©n t­c t¤i mët �iºm z0 ∈ 4, th¼ vîi méi sè thüc α thäa m¢n

−1 < α < 1, tçn t¤i

1) mët sè thüc r, 0 < r < 1 v  mët �iºm zn, |zn| < r, zn → z0,

2) c¡c sè d÷ìng ρn, ρn → 0+,

3) c¡c h m fn, fn ∈ F thäa m¢n

gn(ξ) =
fn(zn + ρnξ)

ραn
→ g(ξ)

c¦u �·u tr¶n c¡c tªp con compact cõa C, trong �â g(ξ) l  mët h m

ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng v  g#(ξ) 6 g#(0) = 1. Hìn núa, bªc cõa g

khæng lîn hìn 2. Trong �â, g#(z) = |g′(z)|
1+|g(z)|2 l  �¤o h m c¦u.

M»nh �· 1.2 ([3]). Cho g l  mët h m nguy¶n v  M l  mët h¬ng sè

d÷ìng. N¸u g#(ξ) 6M �èi vîi måi ξ ∈ C, th¼ g câ bªc cao nh§t l  1.

Chó þ. Trong M»nh �· 1.1, n¸u F l  mët hå c¡c h m ch¿nh h¼nh,

th¼ g l  mët h m ch¿nh h¼nh düa tr¶n �ành lþ Hurwitz. Do �â, bªc

cõa g khæng lîn hìn 1 theo M»nh �· 1.2.

Ta xem x²t mët h m ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng g tr¶n m°t ph¯ng phùc

C v  p �¤o h m �¦u ti¶n cõa nâ. Mët �a thùc vi ph¥n P cõa g �÷ñc

�ành ngh¾a bði

P (z) :=
n∑
i=1

αi(z)

p∏
j=0

(g(j)(z))Sij ,

trong �â Sij, 0 6 i, j 6 n, l  c¡c sè nguy¶n khæng ¥m v  αi, 1 6 i 6 n

l  c¡c h m ph¥n h¼nh nhä �èi vîi g. �°t

d(P ) := min
16i6n

p∑
j=0

Sij v  θ(P ) := max
16i6n

p∑
j=0

jSij.

N«m 2002, J. Hinchliffe [10] têng qu¡t c¡c �ành lþ cõa Hayman [9]

v  Chuang [2] v  thu �÷ñc c¡c k¸t qu£ sau.
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M»nh �· 1.3 ([10]). Cho g l  mët h m ph¥n h¼nh si¶u vi»t v  a l 

mët h¬ng sè phùc, gåi P l  mët �a thùc vi ph¥n kh¡c h¬ng cõa g vîi

d(P ) > 2. Khi �â

T (r, g) 6
θ(P ) + 1

d(P )− 1
N(r,

1

g
) +

1

d(P )− 1
N(r,

1

P − a
)

+ o(T (r, g)),

�èi vîi måi r ∈ [1,+∞) n¬m ngo i mët tªp câ �ë �o Lebesgues húu

h¤n. Khi f l  mët h m nguy¶n si¶u vi»t, b§t �¯ng tr¶n trð th nh

T (r, g) 6
θ(P ) + 1

d(P )
N(r,

1

g
) +

1

d(P )
N(r,

1

P − a
) + o(T (r, g)),

�èi vîi måi r ∈ [1,+∞) n¬m ngo i mët tªp câ �ë �o Lebesgues húu

h¤n.

M»nh �· 1.4. Cho f l  mët h m ph¥n h¼nh si¶u vi»t v  a l  mët

h¬ng sè phùc. Gåi n ∈ N, k, nj, tj ∈ N∗, j = 1, . . . , k thäa m¢n

n+
k∑
j=1

nj >
k∑
j=1

tj + 3.

Ph÷ìng tr¼nh

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a

câ væ sè nghi»m. Hìn núa, n¸u f l  mët h m nguy¶n si¶u vi»t, kh¯ng

�ành �óng khi n+
∑k

j=1 nj >
∑k

j=1 tj + 2.

Chùng minh. �°t

P (f) = fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk).

D¹ th§y d(P ) = n +
∑k

j=1 nj v  θ(P ) =
∑k

j=1 tj. Sû döng M»nh �·

1.3 vîi f v  P (f), ta câ

T (r, f) 6

∑k
j=1 tj + 1

n+
∑k

j=1 nj − 1
N(r,

1

f
) +

1

n+
∑k

j=1 nj − 1
N(r,

1

P − a
)

+ o(T (r, f)).
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V¼ n+
∑k

j=1 nj >
∑k

j=1 tj + 3, ta thu �÷ñc ph÷ìng tr¼nh

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a

câ væ sè nghi»m. Hìn núa, n¸u f l  mët h m nguy¶n si¶u vi»t, ta câ

T (r, f) 6

∑k
j=1 tj + 1

n+
∑k

j=1 nj
N(r,

1

f
) +

1

n+
∑k

j=1 nj
N(r,

1

P − a
)

+ o(T (r, f)).

Do �â �i·u ki»n n+
∑k

j=1 nj >
∑k

j=1 tj + 2 k²o theo

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a

câ væ sè nghi»m.

M»nh �· 1.5. Cho f l  mët h m húu t� kh¡c h¬ng v  a l  mët h¬ng

sè phùc. Cho n ∈ N, k, nj, tj ∈ N∗, j = 1, . . . , k thäa m¢n

nj > tj, n+
k∑
j=1

nj >
k∑
j=1

tj + 2, j = 1, . . . , k.

Ph÷ìng tr¼nh

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a

câ ½t nh§t hai khæng �iºm ph¥n bi»t.

Chùng minh. Ta x²t hai tr÷íng hñp sau:

Tr÷íng hñp 1. f l  mët �a thùc. Khi �â ta th§y r¬ng

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk)

l  mët �a thùc. Gi£ sû r¬ng

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) − a

câ mët khæng �iºm duy nh§t l  z0, k²o theo

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) − a = A(z − z0)
l, l > 2,



7

trong �â A l  mët h¬ng sè kh¡c khæng. Khi �â

(fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk))′ = Al(z − z0)
l−1.

�i·u n y k²o theo z0 l  khæng �iºm duy nh§t cõa

(fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk))′.

Ta bi¸t r¬ng méi khæng �iºm cõa f �·u l  mët khæng �iºm cõa

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk)

vîi bëi ½t nh§t 2 v  khi �â nâ l  mët khæng �iºm cõa

(fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk))′.

�i·u n y k²o theo z0 l  khæng �iºm duy nh§t cõa f . Ta th§y r¬ng

0 = fn(z0)(f
n1)(t1)(z0) . . . (f

nk)(tk)(z0) = a 6= 0.

�â l  m¥u thu¨n. K²o theo

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a

câ ½t nh§t hai khæng �iºm ph¥n bi»t.

Tr÷íng hñp 2. f l  mët h m húu t� v  khæng ph£i l  �a thùc. Ta

xem x²t c¡c tr÷íng hñp câ thº x£y ra

Tr÷íng hñp 2.1. f câ khæng �iºm. Khi �â f câ thº biºu di¹n �÷ñc

d÷îi d¤ng

f = A

∏s
i=1(z − αi)mi∏t
l=1(z − βl)dl

, (1.1)

vîi mi > 1, dl > 1, i = 1, . . . , s, l = 1, . . . , t. �°t

M = m1 + · · ·+ms > s, N = d1 + · · ·+ dt > t.

Ta câ

fnj = Anj

∏s
i=1(z − αi)njmi∏t
l=1(z − βl)njdl

, j = 1, . . . , k. (1.2)
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Nh÷ vªy

(fnj)(tj) = Anj

∏s
i=1(z − αi)njmi−tj∏t
l=1(z − βl)njdl+tj

gj(z), (1.3)

trong �â gj l  mët �a thùc vîi

deg gj(z) 6 tj(s+ t− 1), j = 1, . . . , k.

K¸t hñp (1.1), (1.2) v  (1.3), ta câ

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) =

∏s
i=1(z − αi)(n+

∑k
j=1 nj)mi−

∑k
j=1 tj∏t

l=1(z − βl)(n+
∑k

j=1 nj)dl+
∑k

j=1 tj
g(z) (1.4)

=
P (z)

Q(z)
,

trong �â

g(z) = An+
∑k

j=1 nj

k∏
v=1

gv(z)

vîi

deg g(z) 6 (
k∑
j=1

tj)(s+ t− 1).

Ta gi£ sû r¬ng

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a

câ mët khæng �iºm duy nh§t z0. Khi �â z0 6= αi, i = 1, . . . , s. Thüc

vªy, n¸u z0 = αi vîi méi i ∈ {1, . . . , s}. Suy ra

0 = fn(z0)(f
n1)(t1)(z0) . . . (f

nk)(tk)(z0) = a 6= 0.

�¥y l  �i·u m¥u thu¨n. Ta câ

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a+
B(z − z0)

l∏t
l=1(z − βl)(n+

∑k
j=1 nj)dl+

∑k
j=1 tj

, (1.5)

trong �â B l  mët h¬ng sè kh¡c 0. �i·u �â k²o theo

(fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk))′ =
(z − z0)

l−1G1(z)∏t
l=1(z − βl)(n+

∑k
j=1 nj)dl+

∑k
j=1 tj+1

, (1.6)
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trong �â

G1(z) = B(l − (n+
k∑
j=1

nj)N − (
k∑
j=1

tj)t)z
t + b1z

t−1 + · · ·+ bt.

Tø (1.4), ta th§y

(fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk))′ =

∏s
i=1(z − αi)(n+

∑k
j=1 nj)mi+

∑k
j=1 tj−1G2(z)∏t

l=1(z − β1)
(n+

∑k
j=1 nj)dl+

∑k
j=1 tv+1

.

(1.7)

D¹ kiºm tra �÷ñc

s+ t− 1 6 degG2(z) 6 (
k∑
j=1

tj + 1)(s+ t− 1).

Ta chia th nh c¡c tr÷íng hñp con sau

Tr÷íng hñp con 2.1.1. l 6= (n +
∑k

j=1 nj)N + (
∑k

j=1 tj)t, khi �â

degP (z) > degQ(z). Tø (1.4), ta câ
s∑
i=1

(
(n+

k∑
j=1

nj)mi−
k∑
j=1

tj

)
+ deg g >

t∑
j=1

(
(n+

k∑
j=1

nj)dj +
k∑
j=1

tj

)
.

Ta chó þ r¬ng

deg g(z) 6 (
k∑
j=1

tj)(s+ t− 1).

�i·u n y k²o theo

M > N +

∑k
j=1 tj

n+
∑k

j=1 nj
,

th¼ M > N. V¼ z0 6= αi vîi måi i = 1, . . . , s, ta thu �÷ñc
s∑
i=1

(
(n+

k∑
j=1

nj)mi −
k∑
j=1

tj − 1

)
6 degG1 = t.

K²o theo

(n+
k∑
j=1

nj)M 6 (1 +
k∑
j=1

tj)s+ t < (
k∑
j=1

tj + 2)M. (1.8)
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Ta chó þ r¬ng n+
k∑
j=1

nj >
k∑
j=1

tj +2, nh÷ vªy (1.8) cho ta m¥u thu¨n.

Tr÷íng hñp con thù 2.1.2. l = (n+
k∑
j=1

nj)N + (
k∑
j=1

tj)t.

N¸u M > N , lªp luªn gièng nh÷ tr÷íng hñp thù nh§t ta công câ

m¥u thu¨n.

N¸u M 6 N . V¼

l − 1 6 degG2 6 (
k∑
j=1

tj + 1)(s+ t− 1),

th¼

(n+
k∑
j=1

tj)N = l − (
k∑
j=1

tj)t 6 degG2 + 1− (
k∑
j=1

tj)t

< (1 +
k∑
j=1

tj)s+ t 6 (
k∑
j=1

tj + 2)N. (1.9)

Tø �i·u ki»n n+
k∑
j=1

nj >
k∑
j=1

tj + 2 v  (1.9), ta câ m¥u thu¨n.

Tr÷íng hñp 2.2. f khæng câ khæng �iºm. Khi �â f �÷ñc biºu di¹n

d÷îi d¤ng

f =
A∏t

l=1(z − βl)dl
, dl > 1, l = 1, . . . , t. (1.10)

Nh÷ th¸, (1.3) trð th nh

(fnj)(tj) =
Anj∏t

l=1(z − βl)njdl+tj
gj(z), (1.11)

trong �â gj l  mët �a thùc vîi deg gj(z) 6 tj(t− 1), j = 1, . . . , k. Ta

câ

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) =
g(z)∏t

l=1(z − βl)(n+
∑k

j=1 nj)dl+
∑k

j=1 tj
(1.12)

=
g(z)

Q(z)
,
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trong �â g(z) = An+
∑k

j=1 nj
k∏
v=1

gv(z) vîi deg g(z) 6 (
k∑
j=1

tj)(t− 1). Ta

th§y r¬ng

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) − a =
g(z)− aQ(z)

Q(z)
. (1.13)

V¼ N = d1 + · · ·+ dt > t, k²o theo

degQ > (n+
k∑
j=1

nj +
k∑
j=1

tj)t > deg g,

nh÷ vªy ph÷ìng tr¼nh (1.13) câ ½t nh§t mët nghi»m. Ta gi£ sû r¬ng

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a

câ mët khæng �iºm duy nh§t z0. Ta câ

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a+
B(z − z0)

l

∏t
l=1(z − βl)

(n+
k∑

j=1
nj)dl+

k∑
j=1

tj

, (1.14)

trong �â B l  mët h¬ng sè kh¡c khæng. �i·u n y k²o theo

(fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk))′ =
(z − z0)

l−1G1(z)∏t
l=1(z − βl)(n+

∑k
j=1 nj)dl+

∑k
j=1 tj+1

, (1.15)

trong �â

G1(z) = B(l − (n+
k∑
j=1

nj)N − (
k∑
j=1

tj)t)z
t + b1z

t−1 + · · ·+ bt.

Tø (1.12), ta câ

(fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk))′ =
G2(z)∏t

l=1(z − β1)
(n+

∑k
j=1 nj)dl+

∑k
j=1 tj+1

.

(1.16)

D¹ d ng kiºm tra �÷ñc

t− 1 6 degG2(z) 6 (
k∑
j=1

tj + 1)(t− 1).
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Ta xem x²t hai tr÷íng hñp nhä

Tr÷íng hñp nhä 2.2.1. l 6= (n +
k∑
j=1

nj)N + (
k∑
j=1

tj)t, k²o theo

deg g(z) > degQ(z). Tø (1.12), ta câ

deg g >
t∑

j=1

((n+
k∑
j=1

nj)dj +
k∑
j=1

tj) = (n+
k∑
j=1

nj)N + (
k∑
j=1

tj)t.

Chó þ r¬ng deg g(z) 6 (
∑k

j=1 tj)(t− 1). �â l  �i·u m¥u thu¨n.

Tr÷íng hñp nhä 2.2.2. l = (n+
k∑
j=1

nj)N + (
k∑
j=1

tj)t. Tø

l − 1 6 degG2 6 (
k∑
j=1

tj + 1)(t− 1),

ta câ

(n+
k∑
j=1

nj)N = l − (
k∑
j=1

tj)t 6 degG2 + 1− (
k∑
j=1

tj)t (1.17)

= t−
k∑
j=1

tj.

Tø n+
∑k

j=1 nj >
∑k

j=1 tj + 2 v  t 6 N, ta câ

(
k∑
j=1

tj + 2)N +
k∑
j=1

tj 6 N.

�¥y l  �i·u m¥u thu¨n. Nh÷ vªy ta thu �÷ñc

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a

câ ½t nh§t hai khæng �iºm ph¥n bi»t. �ành lþ �÷ñc chùng minh trong

c¡c tr÷íng hñp.

Ta nh­c l¤i bªc σ(f) cõa h m ph¥n h¼nh f �ành ngh¾a bði

σ(f) = lim sup
r→∞

log T (r, f)

log r
.
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Hìn núa, khi f l  mët h m nguy¶n ta câ

σ(f) = lim sup
r→∞

log T (r, f)

log r
= lim sup

r→∞

log log(M(r, f))

log r
.

Cho f l  mët h m nguy¶n. Ta bi¸t r¬ng f câ thº biºu di¹n �÷ñc

d÷îi d¤ng chuéi lôy thøa

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n.

Ta k½ hi»u

µ(r, f) = max
n∈N,|z|=r

{|anzn|}, ν(r, f) = sup{n : |an|rn = µ(r, f)},

M(r, f) = max
|z|=r
|f(z)|.

M»nh �· 1.6 ([12]). N¸u f l  mët h m nguy¶n vîi bªc σ(f), khi �â

σ(f) = lim sup
r→∞

log ν(r, f)

log r
.

M»nh �· 1.7 ([12]). Cho f l  mët h m nguy¶n si¶u vi»t, gåi 0 <

δ <
1

4
v  sè phùc z sao cho |z| = r v 

|f(z)| > M(r, f)ν(r, f)
−

1

4
+δ
.

Khi �â tçn t¤i mët tªp F ⊂ R+ câ �ë �o loga húu h¤n, tùc l 
∫
F

dt
t <

+∞, sao cho
f (m)(z)

f(z)
=

(
ν(r, f)

z

)m
(1 + o(1))

�óng vîi måi m > 1 v  r 6∈ F.

L§y E0(z) = 1− z, Em(z) = (1− z)ez+z
2/2+···+zm/m,m ∈ Z+, th¼ ta

câ k¸t qu£ sau �÷ñc gåi l  �ành lþ biºu di¹n Weierstrass.
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M»nh �· 1.8 ([12]). Cho f l  mët h m nguy¶n, vîi bëi khæng �iºm

l  m > 0 t¤i z = 0. Ta gåi c¡c khæng �iºm kh¡c cõa f l  a1, a2, . . . ,

méi khæng �iºm �÷ñc l°p l¤i sè l¦n b¬ng bëi cõa nâ. Khi �â f câ biºu

di¹n

f(z) = eg(z)zm
∞∏
n=1

Emn

( z
an

)
,

vîi g l  mët h m nguy¶n v  mn l  c¡c sè tü nhi¶n. N¸u {an}n∈N câ

mët sè mô húu h¤n hëi tö v· λ, th¼ mn câ thº l§y d¤ng k = [λ] > λ−1.

Hìn núa, n¸u f câ bªc húu h¤n ρ, th¼ g l  mët �a thùc vîi bªc lîn

nh§t l  ρ.

1.1.2. V§n �· duy nh§t

Trong ph¦n n y chóng tæi s³ chùng minh mët ti¶u chu©n chu©n t­c

cho c¡c h m ph¥n h¼nh. Düa v o ti¶u chu©n n y chóng tæi s³ chùng

minh mët d¤ng �ành lþ duy nh§t cho c¡c h m nguy¶n li¶n quan

�¸n gi£ thuy¸t Br�uck. C¡c kÿ thuªt chùng minh sû döng trong ph¦n

n y �÷ñc k¸t hñp kÿ thuªt cõa lþ thuy¸t hå chu©n t­c v  lþ thuy¸t

Nevanlinna. Tr÷îc h¸t chóng tæi giîi thi»u mët gi£ thuy¸t �÷ñc �÷a

ra bði R. Br�uck trong [1], th÷íng �÷ñc gåi l  Gi£ thuy¸t Br�uck.

Gi£ thuy¸t. Cho f l  mët h m nguy¶n kh¡c h¬ng sao cho si¶u bªc

σ2(f) cõa f khæng l  mët sè nguy¶n d÷ìng v  σ2(f) <∞. N¸u f v 

f ′ chung nhau gi¡ trà húu h¤n a kº c£ bëi th¼

f ′ − a
f − a

= c,

trong �â c l  mët h¬ng sè kh¡c 0.

Br�uck �¢ chùng minh gi£i thuy¸t tr¶n trong tr÷íng hñp a = 0

trong [1]. Tø ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng

f ′ − a
f − a

= ez
n

,
f ′ − a
f − a

= ee
zn

,

ta th§y r¬ng gi£ thuy¸t �â khæng �óng n¸u σ2(f) l  mët sè nguy¶n

d÷ìng ho°c væ h¤n. Trong tr÷íng hñp f l  mët h m câ bªc húu h¤n,
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Gi£ thuy¸t tr¶n �¢ �÷ñc Gundersen v  Yang chùng minh trong [8].

Trong tr÷íng hñp f l  mët h m câ bªc væ h¤n vîi σ2(f) <
1

2
, Gi£

thuy¸t �÷ñc chùng minh bîi Chen v  Shon trong [5]. Tuy nhi¶n, gi£

thuy¸t trong tr÷íng hñp σ2(f) >
1

2
v¨n l  mët v§n �· mð.

Mët c¥u häi thó và �÷ñc �°t ra l : �i·u g¼ x£y ra khi ta thay f vîi

fn trong gi£ thuy¸t Br�uck. N«m 2008, L. Z. Yang v  J. L. Zhang �¢

�÷a ra mët k¸t qu£ li¶n quan �¸n gi£ thuy¸t Br�uck nh÷ sau.

�ành lþ 1.9 ([16]). Cho f l  mët h m nguy¶n kh¡c h¬ng, n > 7 l 

mët sè nguy¶n v  F = fn. N¸u F v  F ′ chung nhau gi¡ trà 1 CM ,

th¼ F ≡ F ′ v  f câ d¤ng

f = cez/n,

trong �â c l  mët h¬ng sè kh¡c 0.

N«m 2018, chóng tæi �¢ chùng minh c¡c k¸t qu£ sau

�ành lþ 1.10. Cho F l  mët hå c¡c h m ph¥n h¼nh tr¶n mi·n ph¯ng

phùc D. Cho a v  b l  hai sè phùc thäa m¢n b 6= 0, gåi n ∈ N,
nj, tj, k ∈ N∗, (j = 1, 2, . . . , k) thäa m¢n

nj > tj, n+
k∑
j=1

nj >
k∑
j=1

tj + 3, (1.18)

v 

fn+n1+···+nk = a⇔ fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = b (1.19)

�èi vîi f ∈ F . Khi �â F l  mët hå chu©n t­c. Ngo i ta, n¸u F l 

mët hå c¡c h m ch¿nh h¼nh th¼ kh¯ng �ành �óng khi (1.18) �÷ñc thay

th¸ bði mët trong c¡c �i·u ki»n sau:

k = 1, n = 0, n1 > t1 + 1; (1.20)

n > 1 or k > 2, nj > tj, n+
k∑
j=1

nj >
k∑
j=1

tj + 2. (1.21)
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Chùng minh. Khæng m§t t½nh têng qu¡t, ta câ thº gi£ thi¸t r¬ng D

l  �¾a �ìn và. Gi£ sû r¬ng F khæng chu©n t­c t¤i z0 ∈ D. Sû döng

M»nh �· 1.1 vîi α =

∑k
j=1 tj

n+
∑k

j=1 nj
, ta câ

gv(ξ) =
fv(zv + ρvξ)

ραv
→ g(ξ)

c¦u �·u tr¶n c¡c tªp con compact cõa C, trong �â g(ξ) l  mët h m

ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng. �i·u n y k²o theo

fnv (zv + ρvξ)(f
n1
v )(t1)(zv + ρvξ) . . . (f

nk
v )(tk)(zv + ρvξ)− b

= gnv (ξ)(gn1v (ξ))(t1) . . . (gnkv (ξ))(tk) − b.

Khi �â ta câ

fnv (zv + ρvξ)(f
n1
v )(t1)(zv + ρvξ) . . . (f

nk
v )(tk)(zv + ρvξ)− b (1.22)

→ gn(ξ)(gn1(ξ))(t1) . . . (gnk(ξ))(tk) − b

�·u (vîi kho£ng c¡ch c¦u) tr¶n méi tªp con compact cõa C\{pole g}.
Ta x²t hai tr÷íng hñp:

Tr÷íng hñp 1. a 6= 0. �°t M l  mët h¬ng sè d÷ìng sao cho

M 6 |a|
1

n+ n1 + · · ·+ nk .

Vîi méi f ∈ F , ta k½ hi»u Ef bði

Ef =
{
z ∈ D : fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = b

}
.

Khi �o |f(z)| >M vîi méi f ∈ F khi z ∈ Ef .

Ta th§y ph÷ìng tr¼nh

gn(ξ)(gn1(ξ))(t1) . . . (gnk(ξ))(tk) = b (1.23)

câ ½t nh§t mët khæng �iºm l  ξ0. Thüc vªy, ta x²t hai tr÷íng hñp

con:
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Tr÷íng hñp con 1.1. g l  mët h m ph¥n h¼nh.

N¸u g l  h m ph¥n h¼nh si¶u vi»t, ta th§y r¬ng ph÷ìng tr¼nh (1.23)

câ væ sè nghi»m theo M»nh �· 1.4. N¸u g l  h m húu t�, ph÷ìng tr¼nh

(1.23) câ ½t nh§t mët khæng �iºm theo M»nh �· 1.5.

Tr÷íng hñp con 1.2. g l  mët h m nguy¶n. Ta x²t hai kh£ n«ng

a) N¸u g l  h m nguy¶n si¶u vi»t.

N¸u n = 0, k = 1, n1 = t1+1 (xem [11]) v  n1 > t1+2 th¼ (gn1)t1−b
câ væ sè khæng �iºm (theo M»nh �· 1.4 v  M»nh �· 1.5).

N¸u n > 1 or k > 2, nj > tj, n+
∑k

j=1 nj >
∑k

j=1 tj+2, theo M»nh

�· 1.4, ta câ (1.23) câ væ sè khæng �iºm.

b) N¸u g l  mët �a thùc. V¼ k, n, nj, tj thäa m¢n gi£ thi¸t cõa �ành

lþ 1.10, n¶n ph÷ìng tr¼nh (1.23) câ ½t nh§t mët nghi»m.

Tâm l¤i, tçn t¤i ξ0 ∈ C thäa m¢n

gn(ξ0)(g
n1)(t1)(ξ0) . . . (g

nk)(tk)(ξ0) = b. (1.24)

Ta th§y r¬ng g(ξ0) 6= 0,∞, n¶n gv(ξ) hëi tö �·u �¸n g(ξ) trong mët

l¥n cªn cõa ξ0. Tø (1.22) v  �ành lþ Hurwitz, tçn t¤i mët d¢y ξv → ξ0

thäa m¢n

fnv (zv + ρvξv)(f
n1
v )(t1)(zv + ρvξv) . . . (f

nk
v )(tk)(zv + ρvξv) = b

vîi méi sè v �õ lîn v  ζv = zv + ρvξv, n¶n ζv ∈ Efv . �i·u �â k²o theo

|gv(ξv)| =
|fv(ζv)|
ραv

>
M

ραv
. (1.25)

Tø ξ0 khæng ph£i l  cüc �iºm cõa g, n¶n g(ξ) bà ch°n trong mët l¥n

cªn ξ0. L§y v →∞ trong (1.44), ta câ m¥u thu¨n

Tr÷íng hñp 2. a = 0. Vîi méi f ∈ F, n¸u tçn t¤i z0 ∈ C sao cho

f(z0) = 0, th¼

fn(z0)(f
n1)(t1)(z0) . . . (f

nk)(tk)(z0) = 0.

V¼ b 6= 0, �â l  m¥u thu¨n. Nh÷ vªy f 6= 0. Hìn núa, n¸u

fn(z0)(f
n1)(t1)(z0) . . . (f

nk)(tk)(z0) = b,
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vîi z0 ∈ D th¼ f(z0)
n+n1+···+nk = 0, do �â f(z0) = 0, k²o theo b = 0.

�â ch½nh l  m¥u thu¨n.

Nh÷ th¸ f 6= 0 v  fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) 6= b vîi måi f ∈ F . Theo
�ành lþ Hurwitz, ta câ g 6= 0, gn(gn1)(t1) . . . (gnk)(tk) 6= b ho°c

gn(gn1)(t1) . . . (gnk)(tk) ≡ b.

N¸u gn(gn1)(t1) . . . (gnk)(tk) ≡ b. Theo M»nh �· 1.2, bªc cõa g cao

nh§t l  1. Do �â ta câ g(z) = eP (z) Theo M»nh �· 1.8, trong �â P l 

mët �a thùc vîi bªc cao nh§t l  1. Nh÷ vªy g(ξ) = ecξ+d, trong �â c

l  mët h¬ng sè kh¡c khæng. �i·u n y k²o theo

gn(ξ)(gn1(ξ))(t1) . . . (gnk(ξ))(tk) = (n1c)
t1 . . . (nkc)

tke
(n+

k∑
j=1

nj)cξ+(n+
k∑

j=1
nj)d

≡ b.

�¥y ch½nh l  �i·u m¥u thu¨n. Nh÷ vªy

gn(gn1)(t1) . . . (gnk)(tk) 6= b. (1.26)

Ta x²t hai tr÷íng hñp con nh÷ sau:

Tr÷íng hñp con 2.1. g l  h m ph¥n h¼nh. Tø �i·u ki»n

nj > tj, n+
k∑
j=1

nj >
k∑
j=1

tj + 3,

ta th§y gn(gn1)(t1) . . . (gnk)(tk) − b câ mët khæng �iºm theo M»nh �·

1.4 v  M»nh �· 1.5. �i·u n y m¥u thu¨n vîi (1.26).

Tr÷íng hñp con 2.2. N¸u g l  mët h m nguy¶n si¶u vi»t (chó þ

r¬ng g 6= 0). Thù nh§t, n = 0, k = 1, n1 = t1 + 1 (xem [11]) v 

n1 > t1 + 2 (theo M»nh �· 1.4 v  M»nh �· 1.5), th¼ (gn1)t1 − b câ

mët khæng �iºm. Thù hai, n > 1 or k > 2, nj > tj, n +
∑k

j=1 nj >∑k
j=1 tj + 2, theo M»nh �· 1.4, ta th§y r¬ng gn(gn1)(t1) . . . (gnk)(tk)− b

câ mët khæng �iºm. �i·u nay m¥u thu¨n vîi (1.26). N¸u g l  mët

�a thùc, th¼ tø k, n, nj, tj thäa m¢n gi£ thi¸t cõa �ành lþ 1.10, ta

câ gn(gn1)(t1) . . . (gnk)(tk) − b câ khæng �iºm. �i·u n y m¥u thu¨n vîi

(1.26). Nh÷ vªy �ành lþ 1.10 �÷ñc chùng minh.
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�ành lþ 1.11. Cho n ∈ N v  k, ni, ti ∈ N∗, i = 1, . . . , k thäa m¢n

mët trong c¡c �i·u ki»n sau:

1) k = 1, n = 0, n1 > t1 + 1;

2) n > 1 or k > 2, nj > tj, n+
k∑
j=1

nj >
k∑
j=1

tj + 2.

Cho a v  b l  hai gi¡ trà húu h¤n kh¡c 0 v  f l  mët h m nguy¶n

kh¡c h¬ng. N¸u fn+n1+···+nk = a
 fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = b th¼

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) − b
fn+n1+···+nk − a

= c,

trong �â c l  mët h¬ng sè. �°c bi»t, n¸u a = b th¼ f = c1e
tz, trong

�â c1 v  t l  c¡c h¬ng sè kh¡c 0 v  t thäa m¢n �i·u ki»n

(tn1)
t1 . . . (tnk)

tk = 1.

Chùng minh. �°t

F = {gω(z) = f(z + ω), ω ∈ C}, z ∈ D = ∆,

trong �â ∆ l  mët �¾a �ìn và. Sû döng �ành lþ 1.10, ta câ hå h m F
l  chu©n t­c tr¶n D. Nh÷ th¸, tçn t¤i mët h¬ng sè M > 0 thäa m¢n

f#(ω) =
|f ′(ω)|

1 + |f(ω)|2
=

|g′ω(0)|
1 + |gω(0)|2

6M,

vîi måi ω ∈ C. Theo M»nh �· 1.2, bªc cõa f cao nh§t l  1. V¼ �i·u

ki»n

fn+n1+···+nk = a
 fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = b,

f b­t buëc l  h m nguy¶n si¶u vi»t v 

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) − b
fn+n1+···+nk − a

= eα(z). (1.27)

Tø (1.45), ta câ

T (r, eα(z)) = O(T (r, f)).



20

Do �â σ(eα) 6 σ(f) 6 1. �i·u �â k²o theo α(z) l  �a thùc v  deg(α) 6

1. Tø f l  mët h m nguy¶n si¶u vi»t,M(r, f)→∞ hëi tö �¸n r →∞.

�°t

M(rn, f) = |f(zn)|,

trong �â zn = rne
iθn, θn ∈ [0, 2π), |zn| = rn. Ta th§y r¬ng

lim
rn→∞

1

|f(zn)|
= lim

rn→∞

1

M(rn, f)
= 0. (1.28)

Theo M»nh �· 1.7, tçn t¤i mët tªp hñp F ⊂ R+ câ �ë �o loga húu

h¤n thäa m¢n

f (m)(z)

f(z)
=

(
ν(r, f)

z

)m
(1 + o(1)) (1.29)

�óng vîi måi m > 1 v  r 6∈ F. T½nh to¡n �ìn gi£n ta câ

(fn)(k) =
∑

cm0,m1,...,mk
fm0(f ′)m1 . . . (f (k))mk, (1.30)

trong �â cm0,m1,...,mk
l  c¡c h¬ng sè v m0,m1, . . . ,mk l  c¡c sè nguy¶n

khæng ¥m thäa m¢n m0 +m1 + · · ·+mk = n,
∑k

j=1 jmj = k.

Tø (1.48), ta câ

(fn)(k)

fn
=
∑

cm0,m1,...,mk

fm0

fm0

(f ′)m1

fm1
. . .

(f (k))mk

fmk
.

�i·u n y k²o theo

(fn)(k)(zj)

fn(zj)
=
∑

cm0,m1,...,mk

(f ′)m1(zj)

fm1(zj)
. . .

(f (k))mk(zj)

fmk(zj)
(1.31)

=
∑

cm0,m1,...,mk

(
ν(rj, f)

zj

)m1+···+mk

(1 + o(1)).

Tø (1.45), ta câ

(fn1)(t1)...(fnk )(tk)

fn1 ...fnk − b
fn+n1+···+nk

1− a
fn+n1+···+nk

= eα(z). (1.32)
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�p döng (1.49) v o (1.32), (1.47) v  M»nh �· 1.6, ta câ

|α(zn)| = | log eα(zn)| =
∣∣∣ log

(fn1)(t1)(zn)...(fnk )(tk)(zn)
fn1(zn)...fnk (zn) − b

fn+n1+···+nk (zn)

1− a
fn+n1+···+nk (zn)

∣∣∣
6 O(log ν(rn, f)) +O(log rn) +O(1)

= O(log rn), (1.33)

khi rn → ∞. Tø (1.33), ta thu �÷ñc α(z) l  mët h¬ng sè v¼ α(z) l 

mët �a thùc. Theo �¯ng thùc (1.45), ta câ

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) − b
fn+n1+···+nk − a

= c.

N¸u a = b, ta s³ ch¿ ra sü tçn t¤i cõa ξ0 thäa m¢n

fn(ξ0)(f
n1)(t1)(ξ0) . . . (f

nk)(tk)(ξ0) = b.

V¼ f l  mët h m nguy¶n si¶u vi»t, do �â n¸u n = 0, k = 1, n1 = t1 +1

(theo [11]) v  n1 > t1 + 2 (theo M»nh �· 1.4 v  M»nh �· 1.5), th¼

(fn1)t1 − b câ væ sè khæng �iºm. Nh÷ th¸, ξ0 l  tçn t¤i. N¸u n > 1

ho°c k > 2, tø �i·u ki»n n+
∑k

j=1 nj >
∑k

j=1 tj + 2 v  M»nh �· 1.4,

ta câ

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = b

câ væ sè khæng �iºm. Khi �â ta thu �÷ñc sè ξ0 thäa m¢n

fn(ξ0)(f
n1)(t1)(ξ0) . . . (f

nk)(tk)(ξ0) = b

vîi bëi m > 1. Theo gi£ thi¸t, ta th§y r¬ng ξ0 l  mët khæng �iºm cõa

fn+n1+···+nk − b vîi bëi m. �i·u n y k²o theo

1 =
fn(ξ0)(f

n1)(t1)(ξ0) . . . (f
nk)(tk)(ξ0)− b

fn+n1+···+nk(ξ0)− b
= c.

Do �â fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = fn+n1+···+nk, k²o theo f khæng câ

khæng �iºm v  bªc cõa f nhi·u nh§t l  1. �i·u n y k²o theo f = c1e
tz,

trong �â c1 v  t l  mët h¬ng sè v  t thäa m¢n (tn1)
t1 . . . (tnk)

tk = 1.

�ành lþ �÷ñc chùng minh.
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Tr÷íng hñp �°c bi»t cõa �ành lþ 1.11, n¸u ta chån n = 0, k =

1, t1 = 1 trong �ành lþ 1.11, th¼ ta câ:

H» qu£ 1.12. Cho f l  mët h m nguy¶n kh¡c h¬ng, n > 2 l  mët

sè nguy¶n v  F = fn. N¸u F v  F ′ chung nhau gi¡ trà 1 CM th¼

F ≡ F ′ v  f câ d¤ng

f = cez/n,

trong �â c l  mët h¬ng sè kh¡c 0.

Chó þ, �i·u ki»n cõa n trong H» qu£ 1.12 l  n > 2 v  trong �ành

lþ 1.9 l  n > 7. Nh÷ vªy �ành lþ 1.11 l  mët c£i ti¸n cõa �ành lþ 1.9

cõa Yang v  Zhang.

1.2. V§n �· duy nh§t cho h m ph¥n h¼nh p−adic

1.2.1. Ph¥n bè gi¡ trà Nevanlinna p−adic

H m �°c tr÷ng v  t½nh ch§t

Trong ph¦n n y ta luæn quy ÷îc c¡c sè thüc ρ0, r, ρ thäa m¢n 0 <

ρ0 < r < ρ 6 ∞. Gi£ sû f ∈ M(ρ(Cp) l  mët h m ph¥n h¼nh, khi

�â tçn t¤i hai h m f0, f1 ∈ Ar(Cp) sao cho f1, f0 khæng câ nh¥n tû

chung trong Ar(Cp) v  f = f1
f0
. Vîi a ∈ Cp ∪{∞}, ta �ành ngh¾a h m

�¸m sè khæng �iºm n(r, 1
f−a) cõa f t¤i a (hay cán gåi l  h m �¸m sè

a-�iºm cõa f) bði

n

(
r,

1

f − a

)
=

{
n(r, f) = n(r, 1

f0
) : a =∞,

n(r, 1
f1−af0 ) : a 6=∞.

�ành ngh¾a h m �¸m N(r, 1
f−a) cõa f t¤i a bði

N

(
r,

1

f − a

)
=

{
N(r, f) = N(r, 1

f0
) : a =∞,

N(r, 1
f1−af0 ) : a 6=∞.
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K½ hi»u

N(r, f = a) =

{
N(r, f) = N(r, f0 = 0) : a =∞,
N(r, f1 − af0 = 0) : a 6=∞.

T÷ìng tü ta công �ành ngh¾a �÷ñc c¡c h m n(r, f), N(r, f), n(r, 1
f−a)

v  N(r, 1
f−a). Gi£ sû

f1 =
∞∑

n=m1

anz
n; f0 =

∞∑
n=m0

bnz
n,

trong �â m0,m1 ∈ N v  am1
6= 0, bm0

6= 0.

M»nh �· 1.13. (Cæng thùc Jensen)

N(r, f = 0)−N(r, f =∞) = log µ(r, f)− log
|am1
|

|bm0
|

= log µ(r, f)− log |f ∗(0)|,

v 

N(r,
1

f
)−N(r, f) = log µ(r, f)− log µ(ρ0, f),

trong �â f ∗(0) =
am1

bm0

.

Ti¸p theo ta �ành ngh¾a h m bò (hay cán gåi l  h m x§p x¿) cõa

h m f bði cæng thùc

m(r, f) = log+ µ(r, f) = max{0, log µ(r, f)}.

�°c bi»t

m

(
r,

1

f

)
= log+ µ

(
r,

1

f

)
= log+ 1

µ(r, f)
= max{0,− log µ(r, f)}.

Ti¸p theo ta xem x²t mët sè t½nh ch§t �ìn gi£n cõa h m �¸m v 

h m x§p x¿.
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M»nh �· 1.14. Gi£ sû fi ∈ M(ρ(Cp) (i = 1, 2, . . . , k). Khi �â vîi

méi r > 0, ta câ

N

(
r,

k∑
i=1

fi

)
6

k∑
i=1

N(r, fi); N

(
r,

k∏
i=1

fi

)
6

k∑
i=1

N(r, fi);

m

(
r,

k∑
i=1

fi

)
6 max

i∈{1,...,k}
m(r, fi); m

(
r,

k∏
i=1

fi

)
6

k∑
i=1

m(r, fi).

Ti¸p theo ta �ành ngh¾a h m �°c tr÷ng

T (r, f) = m(r, f) +N(r, f) (ρ0 < r <∞).

M»nh �· 1.15. Gi£ sû f, fi ∈M(ρ(Cp) (i = 1, 2, . . . , k). Khi �â vîi

méi r > 0, ta câ

T

(
r,

k∑
i=1

fi

)
6

k∑
i=1

T (r, fi), T

(
r,

k∏
i=1

fi

)
6

k∑
i=1

T (r, fi).

Hìn núa T (r, f) l  mët h m t«ng theo r.

�¡nh gi¡ c§p t«ng cõa h m ph¥n h¼nh

K½ hi»u K l  tr÷íng Cp ho°c C. Gi£ sû f, a0, a1, . . . , ak ∈ M(K) vîi

ak 6≡ 0, �°t

A(z, w) =
k∑
j=0

aj(z)wj.

Vîi mët sè a ∈ K ∪ {∞}, k½ hi»u µaf(z0) l  bëi cõa a−�iºm cõa h m

f t¤i z0, tùc l  µaf(z0) = m n¸u v  ch¿ n¸u

f(z) =

{
a+ (z − z0)

mh(z) : a 6=∞
h(z)

(z−z0)m : a =∞,

trong �â h(z0) 6= 0,∞. �i·u �â câ ngh¾a l , n¸u a 6=∞ th¼

f(z)− a = (z − z0)
µa
f (z0)h(z),
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trong �â h(z0) 6= 0,∞. Khi �â ta câ h m

µaf : K −→ Z+

x¡c �ành bði µaf(z0) > 0 vîi z0 ∈ K n¸u v  ch¿ n¸u f(z0) = a.

M»nh �· 1.16. N¸u f l  h m ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng tr¶n K, khi �â

N(r, A ◦ f) = kN(r, f) +O

( k∑
j=0

{
N(r, aj) +N

(
r,

1

aj

)})
,

trong �â A ◦ f x¡c �ành bði A ◦ f(z) = A(z, f(z)).

M»nh �· 1.17. N¸u f l  h m ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng tr¶n K, khi �â

m(r, A ◦ f) = km(r, f) +O

( k∑
j=0

m(r, aj) +m
(
r,

1

ak

))
.

�ành lþ 1.18. N¸u f ∈M(K) v  kh¡c h¬ng sè th¼

T (r, A ◦ f) = kT (r, f) +O

( k∑
j=0

T (r, aj)

)
.

Cho c¡c h m {b0, . . . , bq} ⊂ M(K) vîi bq 6≡ 0 sao cho

B(z, w) =

q∑
j=0

bj(z)wj

v  A(z, w) l  hai �a thùc nguy¶n tè còng nhau �èi vîi bi¸n w. �°t

R(z, w) =
A(z, w)

B(z, w)
.

�ành lþ sau cho ta mët �¡nh gi¡ v· h m �°c tr÷ng cõa R(z, w).

�ành lþ 1.19. N¸u f ∈M(K) v  kh¡c h¬ng sè th¼

T (r, R ◦ f) = max{k, q}T (r, f) +O

( k∑
j=0

T (r, aj) +

q∑
j=0

T (r, bj)

)
.
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Hai �ành lþ cì b£n

Trong ph¦n n y chóng tæi s³ giîi thi»u hai �ành lþ cì b£n trong

lþ thuy¸t ph¥n bè gi¡ trà p−adic. �º cho ng­n gån, ta v¨n k½ hi»u

|.| thay cho |.|p tr¶n Cp. Ta cè �ành hai sè thüc ρ v  ρ0 sao cho

0 < ρ0 < ρ <∞. Tr÷îc ti¶n ta chùng minh �ành lþ cì b£n thù nh§t,

�ành lþ n y t÷ìng tü vîi tr÷íng hñp phùc.

�ành lþ 1.20 (�ành lþ cì b£n thù nh§t). N¸u f l  h m ph¥n h¼nh

kh¡c h¬ng tr¶n Cp(0; ρ) th¼ vîi måi a ∈ Cp ta câ

m

(
r,

1

f − a

)
+N

(
r,

1

f − a

)
= T (r, f) +O(1).

M»nh �· sau �¥y th÷íng �÷ñc gåi l  bê �· �¤o h m logarit.

M»nh �· 1.21. Cho f l  h m ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng tr¶n Cp(0; ρ).

Khi �â vîi mët sè nguy¶n k > 0, vîi måi r < ρ ta câ

µ

(
r,
f (k)

f

)
6

1

rk
,

�°c bi»t

m

(
r,
f (k)

f

)
6 k log+ 1

r
.

Vîi mët h m ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng f trong Cp(0; ρ), ta �ành ngh¾a

gi¡ trà ph¥n nh¡nh bði

NRam(r, f) = 2N(r, f)−N(r, f ′) +N

(
r,

1

f ′

)
.

Ti¸p theo ta xem x²t �ành lþ cì b£n thù hai trong tr÷íng hñp p−adic.

�ành lþ 1.22 (�ành lþ cì b£n thù hai). Cho f l  h m ph¥n h¼nh

kh¡c h¬ng tr¶n Cp(0; ρ) v  a1, . . . , aq ∈ Cp l  c¡c sè ph¥n bi»t. �°t

δ = min
i6=j
{1, |ai − aj|}, A = max

i
{1, |ai|}.
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Khi �â vîi 0 < r < ρ,

(q − 1)T (r, f) 6 N(r, f) +

q∑
j=1

N

(
r,

1

f − aj

)
−NRam(r, f)

− log r + Sf

6 N(r, f) +

q∑
j=1

N

(
r,

1

f − aj

)
− log r + Sf ,

trong �â

Sf =

q∑
j=1

log µ(ρ0, f − aj)− log µ(ρ0, f
′) + (q − 1) log

A

δ
.

Chó þ. Do l÷ñng Sf trong �ành lþ cì b£n thù hai l  mët �¤i l÷ñng

bà ch°n n¶n

lim
r−→∞

Sf
T (r, f)

= 0.

Ta k½ hi»u

n

(
r,

1

f ′
; a1, . . . , aq

)
= n

(
r,

1

f ′

)
+

q∑
j=1

n

(
r,

1

f − aj

)

−
q∑
j=1

n

(
r,

1

f − aj

)
,

khi �â

0 6 n

(
r,

1

f ′
; a1, . . . , aq

)
6 n

(
r,

1

f ′

)
.

�ành ngh¾a h m �¸m

N

(
r,

1

f ′
; a1, . . . , aq

)
=

∫ r

ρ0

n
(
t, 1
f ′ ; a1, . . . , aq

)
t

dt.

Khi �â, b§t �¯ng thùc thù hai trong �ành lþ 1.22 câ thº vi¸t l¤i m¤nh

hìn nh÷ sau:

(q − 1)T (r, f) 6 N(r, f) +

q∑
j=1

N

(
r,

1

f − aj

)
−N

(
r,

1

f ′
; a1, . . . , aq

)
− log r + Sf .
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�ành lþ sau l  mët d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai cho h m nhä.

�ành lþ 1.23. Cho f l  mët h m ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng tr¶n Cp, k½

hi»u a1, a2, a3 l  c¡c h m ph¥n h¼nh ph¥n bi»t tr¶n Cp. Khi �â

T (r, f) 6
3∑
j=1

N

(
r,

1

f − aj

)
− log r + S(r), (1.34)

trong �â

S(r) = 4T (r, a1) + 4T (r, a2) + 5T (r, a3) +O(1).

Vîi mët h m ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng f tr¶n Cp, ta �ành ngh¾a gi¡

trà ph¥n nh¡nh bªc 2 bði cæng thùc thùc

N2,Ram(r, f) = 3N(r, f)−N(r, f ′′) +N

(
r,

1

f ′′

)
.

�ành lþ sau �¥y l  mët d¤ng cõa �ành lþ cì b£n thù hai kiºu ph¥n

nh¡nh bªc 2.

�ành lþ 1.24. N¸u f l  h m ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng tr¶n Cp v  a1, . . . , aq ∈
Cp l  c¡c sè ph¥n bi»t. �°t

δ = min
i6=j
{1, |ai − aj|}, A = max

i
{1, |ai|}.

Khi �â

(q − 1)T (r, f) 6 2N(r, f) +

q∑
j=1

N

(
r,

1

f − aj

)
−N2,Ram(r, f)

− 2 log r + Sf

trong �â

Sf =

q∑
j=1

log µ(ρ0, f − aj)− log µ(ρ0, f
′′) + (q − 1) log

A

δ
.
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Mët c¡ch t÷ìng tü, vîi mët h m ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng f tr¶n Cp,

ta �ành ngh¾a gi¡ trà ph¥n nh¡nh bªc k bði cæng thùc thùc

Nk,Ram(r, f) = (k + 1)N(r, f)−N(r, f (k)) +N

(
r,

1

f (k)

)
.

�°t

Wk(f0, f1) = (−1)[k/2]fk+1
0

(
f1

f0

)(k)

,

trong �â [k/2] k½ hi»u l  ph¦n nguy¶n cõa k/2, ta th§y

Nk,Ram(r, f) = N

(
r,

1

Wk

)
,

trong �â f = f1/f0. Chùng minh t÷ìng tü nh÷ �ành lþ 1.24 ta thu

�÷ñc d¤ng mët d¤ng cõa �ành lþ cì b£n thù hai kiºu ph¥n nh¡nh

bªc k.

�ành lþ 1.25. N¸u f l  h m ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng tr¶n Cp v  a1, . . . , aq ∈
Cp l  c¡c sè ph¥n bi»t. �°t

δ = min
i6=j
{1, |ai − aj|}, A = max

i
{1, |ai|}.

Khi �â vîi k > 1,

(q − 1)T (r, f) 6 kN(r, f) +

q∑
j=1

N

(
r,

1

f − aj

)
−Nk,Ram(r, f)

− k log r + Sf

trong �â

Sf =

q∑
j=1

log µ(ρ0, f − aj)− log µ(ρ0, f
(k)) + (q − 1) log

A

δ
.

Vîi a ∈ Cp ∪ {∞}, vîi mët sè nguy¶n d÷ìng k ta �ành ngh¾a

µaf,k(z) =

{
µaf(z) : µaf(z) 6 k

k : µaf(z) > k.



30

K½ hi»u

nk

(
r,

1

f − a

)
=
∑
|z|6r

µaf,k(z);

Nk

(
r,

1

f − a

)
=

∫ ρ

ρ0

nk

(
t,

1

f − a

)
dt

t
.

K½ hi»u

n

(
r,

1

f (k)
; a1, . . . , aq

)
= n

(
r,

1

f (k)

)
+

q∑
j=1

nk

(
r,

1

f − aj

)

−
q∑
j=1

n

(
r,

1

f − aj

)

V 

N

(
r,

1

f (k)
; a1, . . . , aq

)
=

∫ ρ

ρ0

n

(
r,

1

f (k)
; a1, . . . , aq

)
dt

t
.

Khi �â ta câ

0 6 n

(
r,

1

f (k)
; a1, . . . , aq

)
6 n

(
r,

1

f (k)

)
.

Hìn núa ta d¹ d ng chùng minh �÷ñc

kn(r, f) +

q∑
j=1

n

(
r,

1

f − aj

)
− n

(
r,

1

Wk

)

6 kn(r, f) +

q∑
j=1

nk

(
r,

1

f − aj

)
.

B§t �¯ng thùc trong �ành lþ 1.25 �÷ñc vi¸t l¤i nh÷ sau:

(q − 1)T (r, f) 6kN(r, f) +

q∑
j=1

Nk

(
r,

1

f − aj

)
−N

(
r,

1

f (k)
; a1, . . . , aq

)
− k log r + Sf .
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1.2.2. V§n �· duy nh§t li¶n quan �¸n �a thùc vi ph¥n

Thíi gian g¦n �¥y v§n �· nghi¶n cùu ph¥n bè gi¡ trà cho �a thùc vi

ph¥n cho c¡c h m ph¥n h¼nh �÷ñc ph¡t triºn bði nhi·u t¡c gi£ trong

v  ngo i n÷îc. Ch¯ng h¤n: Yang v  Hua ([26]), Halburd v  Korhonen

([20]), Laine v  Yang ([21]), Khoai v  An ([17]), . . . . Trong ph¥n n y

chóng tæi chùng minh mët sè k¸t qu£ v· v§n �· duy nh§t cho �a thùc

vi ph¥n cõa c¡c h m ph¥n h¼nh p-adic chung nhau mët gi¡ trà.

K½ hi»u A(Cp) l  v nh c¡c h m nguy¶n tr¶n Cp. Vîi h m f ∈
A(Cp), a ∈ Cp, m l  mët sè nguy¶n d÷ìng, ta k½ hi»u N (m(r, a; f),

(ho°c N (m(r,
1

f − a
)) l  h m �¸m bëi c­t cöt bði sè m cõa a-�iºm

cõa f . Tùc l 

N (m(r,
1

f − a
) =

∫ r

ρ0

n(m(t,
1

f − a
)

t
dt.

Vîi f l  mët h m ph¥n h¼nh p-adic kh¡c h¬ng. �i·u n y ngh¾a l 

f =
f1

f2
, f1, f2 ∈ A(Cp). K½ hi»u bði N (m(r, f) l  h m �¸m t¤i c¡c cüc

�iºm bëi c­t cöt bði sè nguy¶n d÷ìng m cõa h m f . Tùc l 

N (m(r, f) =

∫ r

ρ0

n(m(t, f)

t
dt,

trong �â n(m(r, f) = n(m(r,
1

f2
). Gåi k l  mët sè nguy¶n d÷ìng v 

a ∈ Cp, ta câ

Nk(r,
1

f − a
) = N(r,

1

f − a
) +N (2(r,

1

f − a
) + · · ·+N (k(r,

1

f − a
),

N2(r, f) = N(r, f) +N (2(r, f).

M»nh �· 1.26 ([17]). Cho f l  mët h m ph¥n h¼nh p-adic kh¡c h¬ng.

Khi �â

m(r,
f(z + c)

f(z)
) = O(1) and T (r, f(z + c)) = T (r, f) +O(1).
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Cho f v  g l  hai h m ph¥n h¼nh p-adic kh¡c h¬ng, ta câ

H =
f ′′

f ′
− 2

f ′

f − 1
− g′′

g′
+ 2

g′

g − 1
.

M»nh �· 1.27 ([17]). N¸u H 6≡ 0 v  f , g chung nhau 1-CM khi �â

T (r, f) 6 N2(r, f) +N2(r,
1

f
) +N2(r, g) +N2(r,

1

g
)− log r +O(1)

T (r, g) 6 N2(r, f) +N2(r,
1

f
) +N2(r, g) +N2(r,

1

g
)− log r +O(1).

Sû döng c¡c t½nh ch§t v· h m ph¥n h¼nh p−adic, ta d¹ d ng chùng
minh �÷ñc.

M»nh �· 1.28. Cho f l  mët h m ph¥n h¼nh p−adic v  f (k) 6≡ 0.

Khi �â ta câ

N(r,
1

f (k)
) 6 kN(r, f) +Nk+1(r,

1

f
) +O(1);

N(r,
1

f (k)
) 6 Nk+1(r,

1

f
) + T (r, f (k))− T (r, f) +O(1);

N2(r,
1

f (k)
) 6 kN(r, f) +Nk+2(r,

1

f
) +O(1);

N2(r,
1

f (k)
) 6 Nk+2(r,

1

f
) + T (r, f (k))− T (r, f) +O(1).

M»nh �· 1.29. Cho f v  g l  c¡c h m nguy¶n tr¶n Cp, k,m >

1, n > m+ 5 l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng v  c 6= 0 l  mët h¬ng sè. N¸u

(fn(fm − 1)f(z + c))(k) = (gn(gm − 1)g(z + c))(k),

th¼ f ≡ hg, trong �â hn+1 = hm = 1.

N«m 2018 chóng tæi �¢ chùng minh �÷ñc gåi l  �ành lþ duy nh§t

cho c¡c h m ph¥n h¼nh p−adic li¶n quan �¸n �a thùc vi ph¥n:

�ành lþ 1.30. Cho f , g l  c¡c h m nguy¶n si¶u vi»t p-adic v  k > 1,

t > 1, n > 2k + 4 + t l  c¡c sè nguy¶n. N¸u

(fn(z)f(z + b1) . . . f(z + bt))
(k)
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v 

(gn(z)g(z + b1) . . . g(z + bt))
(k)

chung nhau 1 − CM , trong �â b1, . . . , bt l  c¡c h¬ng sè kh¡c 0 ph¥n

bi»t. Khi �â f ≡ hg, trong �â hn+t = 1.

Chùng minh. �°t

F (z) = fn(z)f(z + b1) . . . f(z + bt)

v 

G(z) = gn(z)g(z + b1) . . . g(z + bt).

Theo gi£ thi¸t ta câ F (k) v  G(k) chung nhau 1− CM. �°t

H =
F (k+2)

F (k+1)
− 2

F (k+1)

F (k) − 1
− G(k+2)

G(k+1)
+ 2

G(k+1)

G(k) − 1
.

Tr÷îc h¸t ta chùng minh H ≡ 0. Thªt vªy, n¸u H 6≡ 0, theo M»nh

�· 1.27, ta câ

T (r, F (k)) + T (r,G(k)) 6 2
(
N2(r, F

(k)) +N2(r,
1

F (k)
))

+ 2(N2(r,G
(k)) +N2(r,

1

G(k)
)
)

− 2 log r +O(1). (1.35)

Sû döng M»nh �· 1.28, (1.35) trð th nh

T (r, F ) + T (r,G) 62N2(r, F
(k)) + 2N2(r,G

(k)) + kN(r, F )

+ kN(r,G) + 2Nk+2(r,
1

F
)

+ 2Nk+2(r,
1

G
)− 2 log r +O(1). (1.36)

Theo gi£ thi¸t f(z), g(z) l  c¡c h m nguy¶n, tø (1.36) ta câ

T (r, F ) + T (r,G) 6

2Nk+2(r,
1

F
) + 2Nk+2(r,

1

G
)− 2 log r +O(1). (1.37)
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Lªp luªn gièng nh÷ M»nh �· 1.26, ta câ

m(r,
f(z)

f(z + c)
) = O(1), c 6= 0,

do �â tø M»nh �· 1.26, ta câ

m(r,
f(z + c)

f(z + bi)
) = m(r,

f(z + c)

f(z)
.

f(z)

f(z + bi)
)

6 m(r,
f(z + c)

f(z)
) +m(r,

f(z)

f(z + bi)
) = O(1)

vîi måi i ∈ {1, . . . , n}. Do �â

(n+ t)T (r, f) = (n+ t)T (r, f(z + c)) +O(1)

= T (r, fn+t(z + c)) +O(1)

= m(r, fn+t(z + c)) +O(1)

6 m(r, fn(z + c)f(z + b1) . . . f(z + bt))

+m

(
r,
f(z + c)

f(z + b1)

)
+ · · ·+m

(
r,
f(z + c)

f(z + bt)

)
+O(1)

= m(r, fn(z + c)f(z + b1) . . . f(z + bt)) +O(1)

6 m(r, fn(z)f(z + b1) . . . f(z + bt))

+m

(
r,
(f(z + c)

f(z)

)n)
+O(1)

= m(r, fn(z)f(z + b1) . . . f(z + bt)) +O(1).

Suy ra

m(r, fn(z)f(z + b1) . . . f(z + bt)) 6 (n+ t)T (r, f) +O(1).

Tø �â

T (r, F ) = T (r, fn(z)f(z + b1) . . . f(z + bt))

= (n+ t)T (r, f) +O(1). (1.38)

T÷ìng tü ta câ

T (r,G) = T (r, gn(z)g(z + b1) . . . g(z + bt))

= (n+ t)T (r, g) +O(1). (1.39)
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Theo �ành ngh¾a cõa F v  G, ta câ

Nk+2(r,
1

F
) = Nk+2(r,

1

fn(z)f(z + b1) . . . f(z + bt)
)

6 (k + 2)N(r,
1

f
) +

t∑
j=1

N(r,
1

f(z + bj)
). (1.40)

Nk+2(r,
1

G
) = Nk+2(r,

1

gn(z)g(z + b1) . . . g(z + bt)
)

6 (k + 2)N(r,
1

g
) +

t∑
j=1

N(r,
1

g(z + bj)
). (1.41)

K¸t hñp (1.37), (1.38), (1.39), (1.40) v  (1.41) ta thu �÷ñc

(n− (2k + 4 + t))(T (r, f) + T (r, g)) + 2 log r 6 O(1).

�i·u n y m¥u thu¨n vîi n > 2k + 4 + t. Nh÷ vªy H ≡ 0, do �â

1

F (k) − 1
=

a

G(k) − 1
+ b, (1.42)

trong �â a, b ∈ Cp l  c¡c h¬ng sè, a 6= 0. Tø (1.42), ta câ

F (k) =
(b+ 1)G(k) + a− b− 1

bG(k) + a− b
,

G(k) =
(b− a)F (k) + a− b− 1

bF (k) − (b+ 1)
. (1.43)

Ta xem x²t c¡c tr÷íng hñp sau

Tr÷íng hñp 1. b 6= 0. N¸u a = b = −1, ta câ F (k).G(k) = 1. �i·u

n y k²o theo

(fn(z)f(z + b1) . . . f(z + bt))
(k).(gn(z)g(z + b1) . . . g(z + bt))

(k) = 1.

Trong tr÷íng hñp n y f v  g khæng câ khæng �iºm. Thüc vªy n¸u z0

l  mët khæng �iºm cõa f vîi bëi p > 1, khi �â z0 l  khæng �iºm cõa

(fn(z)f(z + b1) . . . f(z + bt))
(k)

vîi bëi ½t nh§t l  np− k > 0. Nh÷ vªy z0 l  cüc �iºm cõa

(gn(z)g(z + b1) . . . g(z + bt))
(k),



36

do �â z0 l  cüc �iºm cõa mët trong c¡c h m g, g(z+b1),. . . , g(z+bt).

V¼ g l  h m nguy¶n, g(z + b1),. . . , g(z + bt) v  g khæng câ cüc �iºm.

Nh÷ th¸ f khæng câ khæng �iºm n¶n f l  h¬ng sè. �¥y l  m¥u thu¨n.

N¸u a = b 6= −1, tø (1.43), ta câ

1

F (k)
=

bG(k)

(b+ 1)G(k) − 1
, G(k) =

−1

bF (k) − (b+ 1)
. (1.44)

Do �â

N(r,
1

F (k)
) = N

(
r,

1

G(k) − 1
b+1

)
6 kN(r, F ) +Nk+1(r,

1

F
) +O(1)

v 

N(r,G(k)) = N

(
r,

1

F (k) − b+1
b

)
= 0.

Theo �ành lþ cì b£n thù hai cho h m nguy¶n F (k), ta câ

T (r, F (k)) 6 N(r,
1

F (k)
) +N

(
r,

1

F (k) − b+1
b

)
− log r +O(1). (1.45)

Theo M»nh �· 1.28, (1.45) trð th nh

T (r, F ) 6 Nk+1(r,
1

F
)− log r +O(1)

6 (k + 1 + t)T (r, f)− log r +O(1). (1.46)

K¸t hñpc (1.38) v  (1.46), ta câ (n − k − 1)T (r, f) + log r 6 O(1).

�i·u n y m¥u thu¨n vîi n ≥ 2k + 4 + t.

N¸u a 6= b, b = −1. Tø (1.43), ta câ

F (k) =
a

−G(k) + a+ 1
,

1

G(k)
=

−F (k)

−(a+ 1)F (k) + a
.

N¸u a 6= b, b 6= −1. Tø (1.43), ta câ

F (k) − (1 +
1

b
) =

−a

b2(G(k) +
a− b
b

)
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v 

G(k) =
(b− a)F (k) + a− b− 1

bF (k) − (b+ 1)
.

Lªp luªn t÷ìng tü nh÷ tr¶n ta câ m¥u thu¨n.

Tr÷íng hñp 2. b = 0. Tø (1.42) ta câ

F (k) =
1

a
G(k) + 1− 1

a
. (1.47)

�i·u n y k²o theo

F =
1

a
G+Q(z), (1.48)

trong �â Q(z) l  mët �a thùc câ bªc nhi·u nh§t l  k. D¹ th§y r¬ng

T (r, g) = T (r, f) + S(r, f).

N¸u Q(z) 6≡ 0. Theo �ành lþ cì b£n thù hai cho h m nhä p-adic, ta

câ

T (r, F ) 6 N(r, F ) +N(r,
1

F
) +N(r,

1

F −Q
) + S(r, f).

K²o theo

(n− t− 2)T (r, f) 6 S(r, f).

�i·u n y m¥u thu¨n vîi n ≥ 2k + 4 + t. Khi �â Q ≡ 0, k²o theo

F =
1

a
G. Do �â F (k) =

1

a
G(k).

Tø (1.47), ta câ 1 − 1

a
= 0, k²o theo a = 1, �i·u n y k²o theo

F ≡ G. Do �â ta câ

fn(z)f(z + b1) . . . f(z + bt) = gn(z)g(z + b1) . . . g(z + bt). (1.49)

�°t h =
f

g
. N¸u h khæng l  h¬ng sè, khi �â

hn(z) =
1

h(z + b1) . . . h(z + bt)
.

Theo M»nh �· 1.26, ta câ

nT (r, h) = tT (r, h) +O(1).
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�i·u n y m¥u thu¨n vîi n ≥ 2k+4+ t. Do �â h l  h¬ng sè. �i·u n y

k²o theo f = hg, trong �â hn+t = 1. �ành lþ �÷ñc chùng minh.
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Ch÷ìng 2

V§n �· duy nh§t cho �÷íng cong

ch¿nh h¼nh

2.1. Mët sè ki¸n thùc v· ph¥n bè gi¡ trà

Trong ph¦n n y chóng tæi s³ giîi thi»u mët sè kh¡i ni»m v  ki¸n thùc

cì b£n trong lþ thuy¸t Nevanlinna cho c¡c h m ph¥n h¼nh v  �÷íng

cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n, c¡c ki¸n thùc n y c¦n thi¸t

cho vi»c chùng minh c¡c k¸t qu£ ch½nh.

Cho R0 > 1 l  mët sè thüc d÷ìng ho°c +∞, ta k½ hi»u

∆ =
{
z ∈ C :

1

R0
< |z| < R0

}
,

l  mët h¼nh v nh khuy¶n trong C. Vîi méi sè thüc d÷ìng r thäa m¢n

1 < r < R0, ta k½ hi»u

∆r =
{
z ∈ C :

1

r
< |z| < r

}
, ∆1,r =

{
z ∈ C :

1

r
< |z| 6 1

}
,

∆2,r =
{
z ∈ C : 1 < |z| < r

}
.

Cho f l  mët h m ph¥n h¼nh tr¶n ∆, ta nh­c l¤i

m

(
r,

1

f − a

)
=

1

2π

∫ 2π

0
log+ 1

|f(reiθ)− a|
dθ,

m(r, f) = m(r,∞) =
1

2π

∫ 2π

0
log+ |f(reiθ)|dθ,
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trong �â log+ x = max{0, log x}, a ∈ C v  r ∈ (R−1
0 ;R0). For r ∈

(1, R0), ta k½ hi»u

m0

(
r,

1

f − a

)
= m

(
r,

1

f − a

)
+m

(
1

r
,

1

f − a

)
,

m0(r, f) = m(r, f) +m(r−1, f).

K½ hi»u n1

(
t,

1

f − a

)
l  sè c¡c khæng �iºm cõa f − a trong {z ∈ C :

t < |z| 6 1} v  n2

(
t,

1

f − a

)
l  sè c¡c khæng �iºm cõa f − a trong

{z ∈ C : 1 < |z| < t}; n1(t,∞) l  sè c¡c cüc �iºm trong {z ∈ C : t <

|z| 6 1} v  n2(t,∞) l  sè c¡c cüc �iºm trong {z ∈ C : 1 < |z| < t}
cõa f . Vîi måi r (1 < r < R0), ta câ

N1

(
r,

1

f − a

)
=

∫ 1

1/r

n1(t,
1

f−a)

t
dt,

N2

(
r,

1

f − a

)
=

∫ r

1

n2(t,
1

f−a)

t
dt,

v 

N1(r, f) = N1(r,∞) =

∫ 1

1/r

n1(t,∞)

t
dt,

N2(r, f) = N2(r,∞) =

∫ r

1

n2(t,∞)

t
dt.

K½ hi»u

N0

(
r,

1

f − a

)
= N1

(
r,

1

f − a

)
+N2

(
r,

1

f − a

)
N0(r, f) = N1(r, f) +N2(r, f).

H m �°c tr÷ng Nevanlinna T0(r, f) cõa f �ành ngh¾a bði

T0(r, f) = m0(r, f)− 2m(1, f) +N0(r, f).
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M»nh �· 2.1 ([19]). Cho f l  mët h m ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng tr¶n

∆. Khi �â vîi méi r ∈ (1, R0), ta câ

N0

(
r,

1

f

)
−N0(r, f) =

1

2π

∫ 2π

0
log |f(reiθ)|dθ +

1

2π

∫ 2π

0
log |f(r−1eiθ)|dθ

− 1

π

∫ 2π

0
log |f(eiθ)|dθ.

M»nh �· 2.2 ([19]). Cho f l  mët h m ph¥n h¼nh tr¶n ∆. Khi �â

vîi méi r ∈ (1, R0)

T0(r, f1 + f2) 6 T0(r, f1) + T0(r, f2) +O(1),

T0(r,
f1

f2
) 6 T0(r, f1) + T0(r, f2) +O(1).

Cho f = (f0 : · · · : fn) : ∆ −→ Pn(C) l  mët ¡nh x¤ ch¿nh h¼nh,

trong �â f0, . . . , fn l  c¡c h m ch¿nh h¼nh khæng câ khæng �iºm chung

trong ∆. Vîi 1 < r < R0, h m �°c tr÷ng Tf(r) cõa f �÷ñc �ành ngh¾a

bði

Tf(r) =
1

2π

∫ 2π

0
log ‖f(reiθ)‖dθ +

1

2π

∫ 2π

0
log ‖f(r−1eiθ)‖dθ,

trong �â ‖f(z)‖ = max{|f0(z)|, . . . , |fn(z)|}. Kh¡i ni»m n y l  �ëc

lªp vîi måi biºu di¹n tèi gi£n cõa f , sai kh¡c mët h¬ng sè.

Cho D l  mët si¶u m°t trong Pn(C) bªc d v  Q l  mët �a thùc

thu¦n nh§t bªc d x¡c �ành D. H m x§p x¿ cõa f �ành ngh¾a bði

mf(r,D) =
1

2π

∫ 2π

0
log
‖f(reiθ)‖d

|Q ◦ f(reiθ)|
dθ+

1

2π

∫ 2π

0
log
‖f(r−1eiθ)‖d

|Q ◦ f(r−1eiθ)|
dθ.

�°t ∆r = {z ∈ C : r−1 6 |z| 6 r}. Gåi nf(r,D) l  sè c¡c khæng �iºm

cõa Q ◦ f trong ∆r, kº c£ bëi, v  nMf (r,D) l  sè c¡c khæng �iºm bëi

c­t cöt bði M cõa Q ◦ f trong ∆r. Gåi nMf (r,D,6 k) (t÷ìng ùng

nMf (r,D,> k)) l  sè c¡c khæng �iºm câ bëi 6 k (t÷ìng ùng > k) cõa
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Q ◦ f trong ∆r, bëi c­t cöt bði M . H m �¸m t½ch ph¥n �ành ngh¾a

bði

Nf(r,D) = Nf(r,Q) =

∫ r

r−1

nf(t,D)

t
dt;

NM
f (r,D) = NM

f (r,Q) =

∫ r

r−1

nMf (t,D)

t
dt;

NM
f (r,Q,6 k) = NM

f (r,D,6 k) =

∫ r

r−1

nMf (t,D,6 k)

t
dt;

NM
f (r,Q,> k) = NM

f (r,D,> k) =

∫ r

r−1

nMf (t,D,> k)

t
dt.

Nh­c l¤i r¬ng c¡c si¶u ph¯ng D1, . . . , Dq, q > n, trong Pn(C) �÷ñc

gåi l  ð và tr½ têng qu¡t n¸u vîi méi c¡ch chån c¡c ch¿ sè ph¥n bi»t

i1, . . . , in+1 ∈ {1, . . . , q},
n+1⋂
k=1

supp(Qik) = ∅.

Cho f = (f0 : · · · : fn) : ∆ −→ Pn(C) l  mët �÷íng cong ch¿nh

h¼nh, �ành thùc Wronskian cõa f �÷ñc �ành ngh¾a bði

W = W (f) = W (f0, . . . , fn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f0(z) f1(z) · fn(z)

f ′0(z) f ′1(z) · f ′n(z)
... ... . . . ...

f
(n)
0 (z) f

(n)
1 (z) · f

(n)
n (z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ta k½ hi»u NW (r, 0) l  h m �¸m c¡c khæng �iºm cõa W (f0, . . . , fn)

trong ∆r, tùc l 

NW (r, 0) = N0(r,
1

W
) +O(1).

Gåi L0, . . . , Ln l  c¡c d¤ng �ëc lªp tuy¸n t½nh cõa z0, . . . , zn. �èi

vîi j = 0, . . . , n, �°t

Fj(z) = Lj(f(z)).

Theo t½nh ch§t cõa Wronskian, tçn t¤i c¡c h¬ng sè C 6= 0 sao cho

|W (F0, . . . , Fn)| = C|W (f0, . . . , fn)|.
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N«m 2015, H. T. Ph÷ìng v  N. V. Th¼n ([22]) �¢ chùng minh �ành

lþ sau th÷íng �÷ñc gåi l  �ành lþ cì b£n thù nh§t

�ành lþ 2.3. Cho H l  mët si¶u ph¯ng trong Pn(C) v 

f = (f0 : · · · : fn) : ∆ −→ Pn(C)

l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh m  £nh khæng chùa trong H. Khi �â,

vîi méi 1 < r < R0 ta câ

Tf(r) = mf(r,H) +Nf(r,H) +O(1).

M»nh �· 2.4 ([22]). Cho f = (f0 : · · · : fn) : ∆ −→ Pn(C) l  mët

�÷íng cong khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh v  H1, . . . , Hq l  c¡c si¶u ph¯ng

Pn(C) ð và tr½ têng qu¡t. Khi �â ta câ

‖
∫ 2π

0
max
K

∑
j∈K

log
‖f(reiθ)‖
|(aj, f)(reiθ)|

dθ

2π
+

∫ 2π

0
max
K

∑
j∈K

log
‖f(r−1eiθ)‖
|(aj, f)(r−1eiθ)|

dθ

2π

6 (n+ 1)Tf(r)−NW (r, 0) +Of(r),

trong �â

Of(r) =

O(log r + log Tf(r)) if R0 = +∞

O(log
1

R0 − r
+ log Tf(r)) if R0 < +∞,

ð �¥y maximum �÷ñc l§y tr¶n t§t c£ c¡c tªp con K cõa {1, . . . , q}
sao cho aj, j ∈ K, l  �ëc lªp tuy¸n t½nh.

M»nh �· 2.5 ([22]). Cho f = (f0 : · · · : fn) : ∆ −→ Pn(C) l  mët

�÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh v  H1, . . . , Hq l 

c¡c si¶u ph¯ng trong Pn(C) ð và tr½ têng qu¡t. Gåi aj l  vectì li¶n k¸t

vîi Hj vîi méi j = 1, . . . , q. Khi �â

q∑
j=1

mf(r,Hj) 6
∫ 2π

0
max
K

∑
j∈K

log
‖f(reiθ)‖
|(aj, f)(reiθ)|

dθ

2π

+

∫ 2π

0
max
K

∑
j∈K

log
‖f(r−1eiθ)‖
|(aj, f)(r−1eiθ)|

dθ

2π
+O(1).
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�ành lþ sau �¥y �÷ñc gåi l  �ành lþ cì b£n thù hai cho �÷íng cong

ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n.

�ành lþ 2.6 ([22]). Cho f = (f0 : · · · : fn) : ∆ −→ Pn(C) l  mët

�÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh v  H1, . . . , Hq l 

c¡c si¶u ph¯ng trong Pn(C) ð và tr½ têng qu¡t. Khi �â ta câ

‖ (q − n− 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

Nn
f (r,Hj) +Of(r),

trong �â

Of(r) =

O(log r + log Tf(r)) if R0 = +∞

O(log
1

R0 − r
+ log Tf(r)) if R0 < +∞,

v  k½ hi»u “‖” trong b§t �¯ng thùc tr¶n ngh¾a l  trong tr÷íng hñp

R = +∞, b§t �¯ng thùc �óng vîi méi r ∈ (1,+∞) n¬m ngo i mët tªp

∆′r thäa m¢n �i·u ki»n
∫

∆′r
rλ−1dr < ∞, trong tr÷íng hñp R = +∞,

b§t �¯ng thùc �óng vîi méi r ∈ (1, R0) n¬m ngo i mët tªp con ∆′r

thäa m¢n
∫

∆′r

1

(R0 − r)λ+1
dr <∞, trong �â λ > 0.

N«m 2018, Phuong v  Vilaisavanh �¢ chùng minh

M»nh �· 2.7 ([23]). Cho D l  mët si¶u m°t trong Pn(C) câ bªc d

v  f : ∆ −→ Pn(C) l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh m  £nh cõa nâ

khæng chùa trong D. Khi �â ta câ vîi méi 1 < r < R,

mf(r,D) +Nf(r,D) = dTf(r) +O(1).

2.2. �ành lþ duy nh§t

Cho D l  mët si¶u m°t bªc d trong Pn(C) �÷ñc �ành ngh¾a bði �a

thùc thu¦n nh§t Q bªc d. Khi �â

Q(z0, . . . , zn) =
nd∑
k=0

akz
ik0
0 . . . ziknn ,
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trong �â ik0 + · · ·+ ikn = d vîi k = 0, . . . , nd v  nd =
(
n+d
n

)
− 1. Ta k½

hi»u a = (a0, . . . , and) l  vectì li¶n k¸t vîi D (ho°c vîi Q).

Gåi D = {D1, . . . , Dq} l  mët hå c¡c si¶u m°t tòy þ bªc d v 

Qj l  mët hå c¡c �a thùc thu¦n nh§t trong C[z0, . . . , zn] bªc d �ành

ngh¾a Dj �èi vîi j = 1, . . . , q. Hå c¡c si¶u m°t D �÷ñc gåi l  ð và

tr½ têng qu¡t �èi vîi ph²p nhóng Veronese n¸u q > nd v  �èi vîi méi

bë ph¥n bi»t i1, . . . , inD+1 ∈ {1, . . . , q}, c¡c vectì ai1, . . . , aind+1
l  �ëc

lªp tuy¸n t½nh.

Cho h l  mët h m ph¥n h¼nh, h �÷ñc gåi l  h m si¶u vi»t n¸u

lim sup
r−→+∞

T0(r, h)

log r
=∞

trong tr÷íng hñp R =∞ ho°c

lim sup
r−→R

T0(r, h)

− log(R0 − r)
=∞

trong tr÷íng hñp R < +∞.

Cho f : ∆ −→ Pn(C) l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh, ta k½ hi»u

Of(r) =

O(log r + log Tf(r)) n¸u R = +∞

O(log
1

R− r
+ log Tf(r)) n¸u R < +∞

khi r −→ R. �÷íng cong ch¿nh h¼nh f = (f0 : · · · : fn) �÷ñc gåi l 

�÷íng cong si¶u vi»t n¸u mët trong c¡c h m fj, 0 6 j 6 n l  mët

h m si¶u vi»t. Trong tr÷íng hñp n y ta câ Of(r) = o(Tf(r)).

Cho D l  mët si¶u m°t trong Pn(C) bªc d v  Q l  mët �a thùc

thu¦n nh§t bªc d cõa n + 1 bi¸n vîi c¡c h» sè trong C x¡c �ành D,

ta �ành ngh¾a

Ef(D) := {z ∈ ∆ | Q ◦ f(z) = 0 bä qua bëi };
Ef(D) := {(z,m) ∈ ∆× N | Q ◦ f(z) = 0 v  ordQ◦f(z) = m}.

Vîi D = {D1, . . . , Dq} l  mët hå c¡c si¶u m°t, ta �ành ngh¾a

Ef(D) :=
⋃
D∈D

Ef(D) and Ef(D) :=
⋃
D∈D

Ef(D).
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�ành lþ 2.8. Cho f v  g l  c¡c �÷íng cong ch¿nh h¼nh si¶u vi»t

khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh tø ∆ v o Pn(C). Cho D = {D1, . . . , Dq} l 
mët hå gçm q q > nd + 1 + 2n2

d/d c¡c si¶u m°t bªc d ð và tr½ têng

qu¡t �èi vîi ph²p nhóng Veronese trong Pn(C) thäa m¢n f(z) = g(z)

vîi måi z ∈ Ef(D) ∪ Eg(D). Khi �â f ≡ g.

Chùng minh. Gi£ sû ph£n chùng r¬ng f 6≡ g. Gåi k l  mët sè nguy¶n

d÷ìng �õ lîn, ta s³ chån sau, tr÷îc h¸t ta chùng minh r¬ng vîi

r : 1 < r < R(
q − qnd

k + 1
− (nd + 1)

)
Tf(r)

6
n2
dk

d(k + 1)
(Tf(r) + Tg(r)) +Of(r). (1.1)

Thªt vªy, gåi Qj, 1 6 j 6 q, l  c¡c �a thùc thu¦n nh§t trong

C[z0, . . . , zn] bªc d x¡c �ành Dj. Hiºn nhi¶n ta câ thº gi£ thi¸t q >

nd + 1.

K½ hi»u %mD : Pn(C) −→ Pnd(C) l  ph²p nhóng Veronese bªc mD.

Gåi (w0 : · · · : wnd) l  c¡c tåa �ë thu¦n nh§t trong Pnd(C). Khi �â %d
�÷ñc cho bði

%mD(z) = (w0(z) : · · · : wmD(z)),

trong �â

wj(z) = zIj , j = 0, . . . , nd.

Ta �°t F = (F0 : · · · : Fnd) = %mD ◦ f, khi �â Fj = f Ij , j = 0, . . . , nd.

Ta th§y F l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh tø ∆ v o Pnd(C) v  F =

(F0, . . . , Fnd) l  mët biºu di¹n tèi gi£n cõa F . Tø gi£ thi¸t f khæng

suy bi¸n �¤i sè ta suy ra F khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh.

Vîi méi si¶u m°t Dj ∈ {D1, . . . , Dq}, �°t aj = (aj0, . . . , ajnd
) l 

vectì li¶n k¸t vîi Dj, ta �°t

Lj = aj0w0 + · · ·+ ajnd
wnd.

Khi �â Lj l  mët d¤ng tuy¸n t½nh trong Pnd(C). Gåi Hj l  mët si¶u

ph¯ng trong Pnd(C) �÷ñc x¡c �ành bði Lj. Nh÷ th¸ tø hå c¡c si¶u
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m°t {D1, . . . , Dq} trong Pn(C), ta câ hå c¡c si¶u ph¯ng {H1, . . . , Hq}
li¶n k¸t trong Pnd(C). Tø gi£ thi¸t r¬ng {D1, . . . , Dq} ð ph²p và tr½

têng qu¡t �èi vîi nhóng Veronese Pn(C), ta suy ra {H1, . . . , Hq} ð và

tr½ têng qu¡t trong Pnd(C). �p döng �ành l½ 2.6 cho ¡nh x¤ F : ∆→
Pnd(C) v  hå c¡c si¶u ph¯ng Hj, j = 1, . . . , q, ta câ

‖ (q − nd − 1)TF (r) 6
q∑
j=1

Nnd
F (r,Hj) +OF (r). (1.2)

B¥y gií ta ÷îc l÷ñng c¡c sè h¤ng trong b§t �¯ng thùc (1.2). Vîi

méi j = 1, . . . , q ta câ

Hj ◦ F = aj.F :=
nd∑
k=0

ajk.Fk = Qj ◦ f.

Do �â

Nf(r,Qj) = NF (r,Hj); Nnd
f (r,Qj) = Nnd

F (r,Hj). (1.3)

Hìn núa, tø �ành ngh¾a ¡nh x¤ F ta câ

mf(r,Qj) =
1

2π

∫ 2π

0
log

‖f(reiθ)‖d

|Qj ◦ f(reiθ)|
dθ +

1

2π

∫ 2π

0
log

‖f(r−1eiθ)‖d

|Qj ◦ f(r−1eiθ)|
dθ

=
1

2π

∫ 2π

0
log

‖F (reiθ)‖
|Hj ◦ F (reiθ)|

dθ +
1

2π

∫ 2π

0
log

‖F (r−1eiθ)‖
|Hj ◦ F (r−1eiθ)|

dθ

+O(1)

= mF (r,Hj) +O(1).

K¸t hñp vîi (1.3) v  M»nh �· 2.7 ta câ

TF (r) = dTf(r) +O(1) and OF (r) = Of(r). (1.4)

K¸t hñp (1.2), (1.3) v  (1.4) ta câ

‖ (q − nd − 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

1

d
Nnd
f (r,Qj) +Of(r). (1.5)
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Vîi méi j ∈ {1, 2, . . . , q}, vîi måi r : 1 < r < R, theo M»nh �· 2.7

ta câ

Nnd
f (r,Qj) = Nnd

f (r,Qj,6 k) +Nnd
f (r,Qj, > k)

=
k

k + 1
Nnd
f (r,Qj,6 k) +

1

k + 1
Nnd
f (r,Qj,6 k)

+Nnd
f (r,Qj, > k)

6
k

k + 1
Nnd
f (r,Qj,6 k) +

nd
k + 1

N 1
f (r,Qj,6 k)

+ ndN
1
f (r,Qj, > k)

6
k

k + 1
Nnd
f (r,Qj,6 k) +

nd
k + 1

Nf(r,Qj,6 k)

+
nd
k + 1

Nf(r,Qj, > k)

6
k

k + 1
Nnd
f (r,Qj,6 k) +

nd
k + 1

Nf(r,Qj)

6
k

k + 1
Nnd
f (r,Qj,6 k) +

dnd
k + 1

Tf(r) +O(1),

Do �â

1

d
Nnd
f (r,Qj) 6

k

d(k + 1)
Nnd
f (r,Qj,6 k) +

nd
k + 1

Tf(r) +O(1).

L§y têng tr¶n t§t c£ j = 1, 2, . . . , q, ta câ

q∑
j=1

1

d
Nnd
f (r,Qj)

6
k

k + 1

q∑
j=1

1

d
Nnd
f (r,Qj,6 k) +

qnd
k + 1

Tf(r) +O(1). (1.6)
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�p döng (1.6) v o (1.5), ta câ

(q − nd − 1)Tf(r)

6
k

k + 1

q∑
j=1

1

d
Nnd
f (r,Qj,6 k) +

qnd
k + 1

Tf(r) +Of(r)

6
k

d(k + 1)

q∑
j=1

Nnd
f (r,Qj,6 k) +

qnd
k + 1

Tf(r) +Of(r)

6
k

d(k + 1)

q∑
j=1

Nnd
f (r,Qj,6 k) +

qnd
k + 1

Tf(r) +Of(r).

�i·u n y t÷ìng �÷ìng vîi(
q − qnd

k + 1
− nd − 1

)
Tf(r) 6

k

d(k + 1)

q∑
j=1

Nnd
f (r,Qj,6 k) +Of(r).

Do �â(
q(k + 1− nd)−(nd + 1)(k + 1)

)
Tf(r)

6
k

d

q∑
j=1

Nnd
f (r,Qj,6 k) + (k + 1)Of(r)

6
ndk

d

q∑
j=1

N 1
f (r,Qj,6 k) + (k + 1)Of(r). (1.7)

Do f 6≡ g n¶n tçn t¤i hai sè ν, µ ∈ {0, . . . , n}, ν 6= µ thäa m¢n

fνgµ 6≡ fµgν. Gi£ sû r¬ng z0 ∈ ∆ l  mët khæng �iºm cõa Qj ◦ f vîi

bëi nhä hìn hay b¬ng k, khi �â z0 l  mët khæng �iºm cõa Qj ◦ f
v¼ Qj = Q

mD/dj
j , do �â z0 ∈ Ef(D) ∪ Eg(D). �i·u n y k²o theo

g(z0) = f(z0), do �â
fν(z0)

fµ(z0)
=
gν(z0)

gµ(z0)
,

�i·u n y k²o theo

fν(z0)gµ(z0) = fµ(z0)gν(z0)
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v¼ fν, gν, fµ, gµ l  c¡c h m ch¿nh h¼nh. �i·u n y k²o theo z0 l  mët

khæng �iºm cõa h m fνgµ − fµgν. Chó þ r¬ng theo gi£ thi¸t D ð và

tr½ têng qu¡t �èi vîi ph²p nhóng Veronese n¶n tçn t¤i nhi·u nh§t nd
si¶u m°t Dj trong hå D thäa m¢n Dj ◦ f(z0) = 0. �i·u n y k²o theo

q∑
j=1

N 1
f (r,Qj,6 k) 6 ndN0

(
r,

1

fνgµ − fµgν

)
6 nd(Tf(r) + Tg(r)) +O(1)

theo t½nh ch§t cõa N0. Bði vªy tø (1.7) ta câ(
q(k + 1− nd)− (nd + 1)(k + 1)

)
Tf(r)

6
n2
dk

d
(Tf(r) + Tg(r)) + (k + 1)Of(r).

Tø �â (1.1) �÷ñc chùng minh.

T÷ìng tü cho ¡nh x¤ g ta câ(
q(k + 1− nd)−(nd + 1)(k + 1)

)
Tg(r) (1.8)

6
n2
dk

mD
(Tf(r) + Tg(r)) + (k + 1)Og(r).

K¸t hñp vîi c¡c b§t �¯ng thùc (1.1) v  (1.8), ta câ(
q(k + 1− nd)−(nd + 1)(k + 1)

)
(Tf(r) + Tg(r))

6
2n2

dk

d
(Tf(r) + Tg(r)) + (k + 1)(Of(r) +Og(r)).

�i·u n y k²o theo

q(k + 1− nd)− (nd + 1)(k + 1)− 2n2
dk

d
6
Of(r) +Og(r)

Tf(r) + Tg(r)
(k + 1)

�óng vîi måi 1 < r < R. Chó þ r¬ng, tø gi£ thi¸t cõa Of(r) v  Og(r),

ta câ

lim sup
r−→R

Of(r) +Og(r)

Tf(r) + Tg(r)
= 0.

Cho r −→ R, ta câ

q(k + 1− nd)− (nd + 1)(k + 1)− 2n2
dk

d
6 0.
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�i·u n y k²o theo

k(qd− (nd + 1)d− 2n2
d) + (q − qnd − (nd + 1))d 6 0.

N¸u ta l§y

k >
(qnd − q + nd + 1)d

qd− (nd + 1)d− 2n2
d

,

th¼ tø gi£ thi¸t q > nd+1+
2n2

d

d
ta câ m¨u thu¨n. Nh÷ vªy figj ≡ fjgi

vîi måi i 6= j ∈ {0, . . . , n}, tùc l  f ≡ g. �i·u n y k²o theo k¸t luªn

cõa �ành l½.



52

K¸t luªn

Trong �· t i n y chóng tæi �¢ �¤t �÷ñc mët sè k¸t qu£

- Chùng minh �÷ñc mët ti¶u chu©n chu©n t­c cho mët hå c¡c h m

ph¥n h¼nh (�ành lþ 1.10);

- Chùng minh �÷ñc mët k¸t qu£ v· v§n �· duy nh§t cho c¡c h m

ph¥n h¼nh li¶n quan �¸n gi£ thuy¸t Bruck (�ành lþ 1.11);

- Chùng minh �÷ñc mët k¸t qu£ v· v§n �· duy nh§t li¶n quan �¸n

�a thùc vi ph¥n cõa c¡c h m ph¥n h¼nh tr¶n tr÷íng p−adic (�ành lþ

1.30);

- Chùng minh �÷ñc mët k¸t qu£ v· v§n �· duy nh§t cho �÷íng

cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n trong tr÷íng hñp hå c¡c si¶u

m°t ð và tr½ têng qu¡t �èi vîi ph²p nhóng Veronese (�ành lþ 2.8).

Trong thíi gian tîi chóng tæi ti¸p ph¡t triºn lþ thuy¸t Nevanlinna

cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n: chùng minh c¡c

k¸t qu£ v· c¡c d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai cho tr÷íng hñp si¶u m°t

v  ti¸p töc nghi¶n cùu mët sè d¤ng �ành lþ duy nh§t cho c¡c h m

ph¥n h¼nh v  �÷íng cong ch¿nh h¼nh trong c¡c tr÷íng hñp kh¡c nhau.
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